
昭和53年度（問　題）

三、容器の中に，1からMまでの番号のついたボールが入っている。1個抜取っては元

に戻すというランダムな復元抜取りをm回繰返したときの最大番号をXとする。この

とき，Xの平均値五（X）を求め，Mが大なるとき，近似的に

　　　　　n亙（x）亀　　　M
　　　　m＋1

となることを示せ。

2．1からnまでの番号をつけたカードをランダムに並べる。力一ドの番号とカードの

置かれている順番とが一致するカードの枚数を表わす確率変数を8制とするとき，8・

の平均値と分散を求めよ。

3．Xとγを，互に独立でいずれも次の確率密度関数

ル）丁11：1；

をもつ確率変数とするとき，

　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　x
　　　　　　　　σ＝x＋γ，　　　γ＝
　　　　　　　　　　　　　　　　　　　x＋γ

とすれば，σとγは互に独立な確率変数となることを示せ。

4．指数分布に従う確率変数Xの積率母関数または特性関数を求め，これを用いてXの

平均値と分散を求めよ。

5．確率変数Xの分布関数を戸（エ）とするとき，確率変数F（X）の確率密度関数を求めよ。

ただし，F（エ）は狭義単調増加かつ連続とする。
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　　　　　　　　　　　　昭和53年度（解答例）

1．x≦；冶は，n個の番号のいずれもが冶以下であることを示すから

戸（・・后）一（÷）吊

である。従って，

　　　か…戸（x＝左）＝戸（x≦冶）一戸（x≦々一ユ）

　　　　　　1
　　　　＝下｛后L（尾一且）つ

　　　　　　　”　　　　　1　”
　　　亙（X）マ、伽＝TΣ、｛尾皿十L冶（尾一1）田｝

　　　　　　　　ユ　”
　　　　　　＝一Σ｛μ十1一（冶一1）冊1一（々一1）つ
　　　　　　　M”加1

　　　　　　　　1　　　　　　”
　　　　　　二万｛”十L乏、（H）つ

　　　　　　一M｛1一差工（左寄’ア十｝

　　　　　　亀・（1一∫1州）一・（1一、÷1）一・、子、

け一 ^線ニニニ練幾ニニ

で確率変数X点を定義すると，

　　　　∫。二Xl＋X2＋……十X掘

であることは明らかである。さて，

　　　　　　　　　　　エ　　　　　　　　　　　n・一ユ
　　　　ρ（X＾ヨユ）三一，　戸（X島＝O）＝・
　　　　　　　　　　　n　　　　　　　　　　　　　　　　　n

であるから，

　　　　　　　　　　！　　　　n－1　　　1
　　　　圧（X占）＝1　一十〇　　　　　　＝一
　　　　　　　　　　n　　　　　　　n　　　　　n
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　　　　　　　　　　1　　　　　n－1　　且
　　　亙（X童）＝三2一十02　　　，一
　　　　　　　　　　m　　　　　　　　加　　　　　n

また，積X1X｝（｛プ）の値はユまたは0で，1となるのはX1，X∫のどちらもが

　　　　　　　　　　　　　　　　　　　1
1となるときである。その確率は　　　　　　であるから，
　　　　　　　　　　　　　　　　　n（n一ユ）

　　　　　　　　　　　1
　　　亙（X・X・）＝、（、＿1）

従って，

　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　1
　　　亙（8制）＝亙（Xl）十万（X2）十…十五（X。）＝〃・一＝1
　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　n
　　　γ（8制）＝亙（8；）一｛亙（8”）｝2

　　　　　　＝亙（Xl＋X2＋…十X”）2－1

　　　　　　＝亙（x｛十x婁十…十x；十Σx1xノ）一工
　　　　　　　　　　　　　　　　　　　｛ゴ

　　　　　　＝亙（x青）十五（x書）十…十亙（x葦．）十．Σ、E（x‘xj）一1

　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　Iり

　　　　　　　　　　1　　　　　　　　　　ユ
　　　　　　＝〃　一十m（n一王）　　　　　　　　　一1
　　　　　　　　　　n　　　　　　　　n（n－1）

　　　　　　＝ユ

3．σ、γ．（σ、γ）の分布関数をそれぞれGl（〃）、G2（リ），　G（”。〃）とする

とき，　G（“、砂）＝GI（m）G2（〃）（＊）　が成立つことを示せばよい。

　　さて，〃〉0　のとき，

　　　　Gl（〃）＝戸（σ≦m）＝戸（x＋γ≦〃）v　　（図1）

一∫∫工、ソ、、ル）∫（μ）純

一∫：勿∫lI㌦・一工・一1

一∫；伽一・一・一山）

，正二e一四・一m’四
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〃≦0のときには，Gl（m）＝Oであることは

明らかである。

　また，O＜〃＜1のとき，

舳）一P（γ・・）一P（、李、・・）

一∫∫古、。∫（π）∫（・）純

一∫；・ψ∫声ゐ〃1

一∫；∂・（グけ古）㍉

砂≦OのときにはG2（〃）＝0　，砂≧至のときにはG2（砂）＝1であることは明らか

である。

　さて，秘＞O　，0＜び＜1　のとき，

・（・、・）一・（σ・・，γ・・）一・（・・γ・・，、予、・・）

イ∫、リ、、∫（π舳）舳

　　　＿ユ＿｛螂
　　　i＋ツー

一∫；｛用句∫声dがグ・

・∫1、…、・・∫；’ツ・榊

一∫1｛ト㌦（グ1一グ音）

・∫　認　　一　吻（e■ツーe’凹）
　山】一”）

　　　＝（ユーe’しm■凹）〃

従って，この場合には（＊）が成立つ。
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　　また，m≦0のときには，G（m，砂）＝0，Gl（m）＝0であり，砂≦0のときには，

G（m，砂）＝0，G2（g）＝0であるから，いずれの場合にも（＊）が成立つ。

　最後に，砂≧！のときには，G（μ，砂）＝P（X＋γ≦挑）・＝Gl（m），G2（〃）＝王である

から，この場合にも（＊）が成立つ。

　　なお，証明中，（X，γ）の密度関数が∫（π）∫（V）であることを使ったが，これは，

Xとγとが独立であることによる。また，（図工），（図2），（図3）はそれぞれ01，

　G2，Gを求める際の積分範囲を示す。

川密度関数は／（・）一 ^ブll11

従って，Xの積率母関数は

1（1）一 ｢1｛H∫ン（川ゐ

θが原点の近傍にあるとき（1θ1＜λのとき）．

1（1H／一÷〕：÷一1・÷÷

従って，

　　　　　　　　　　　1
　　　亙（X）　＝　φ’（0）　＝一，

　　　　　　　　　　　λ

　　　　　。　　　　2
亙（X2）＝φ（0）＝ A

　θ”
・十｝十・・
　λ蜆

　　　　　　　　　　　　　　　　　　王
　　　γ（x）＝五（x2H亙（x）｝2＝ア

5Iγ＝F（X）の分布関数Gは，

　　　G（型）＝P（F（X）≦型）

で与えられる。

・…11／・
^l：：二：ll：：llll

また，O≦V＜1のとき，Fに対する仮定（狭義単調増加かつ連続）より，F（エ）＝V

　となるエが〔一。。、十。。）において唯一つ存在する。

従って，

　　　　G（μ）＝戸（F（X）≦V）＝P（戸（X）≦F（”））
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従って，

　＝P（x≦エ）　　（∵Fに対する仮定）

　＝F（工）

　＝ψ

γは（0，玉）上の一様分布に従う。
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