
数学　I（問題）
工989年1月18日

数学1

1・次の各局の［二］に入る蕃のみを所定の解答用鮒記入せよ．　　1各問・点一計1・点1

　川　　2次元確率変数（X．Y〕が｛0，0）を中心とする半径σの円内て一様に分布しているとき．

　　鱒変舳一∫・・1・・の鱗鰍111一〒：㌫α1であ1。

。ll∫伶㍍（」午」）・工一［二］

O1麟蛾…　は互いに独立で・各・平均値斗．士の指数分布に従うとき。

　　　・1・…α）一［］である山ただし、σ・・とする．

1ω礫搬鰍が次の式で与えられる分布の平均箇のまわりの・・次のモーメント1ま［］である．

　　ただし，rは正の整数とする．
　　　　　　　　　　f11〕…1；同11二1二11

　1引　ある地方の1月中の天候は．前日の天候のみに関係して定まることが統計的に知られており，その

　　確率は下表の遮りである．1月1Bが鴫であった場合，2口．3日、4日の3日間が同じ天候である
確靴［］である。

　　　　　　　　　今日＼明日

　　　　　　　　　　靖

　　　　　　　　　　曇

　　　　　　　　　　雨

　　　　　　　　　　雪

囎　　曇　　雨　　雷

0．5　　　0．三■　　0　　　　　0．1

0．3　　　0．2　　　0，4　　　0．1

0．5　　　0．2　　　0，3　　　0

0，40　0．20－4

2・　U，V　2つの箱にそれぞれN欄｛N≧2）の玉が入っており．Uは黒玉1個，残りは白玉、Vは全

　　部白玉である．U，Vからそれぞれ1個ずつ取り出して互いに他の箱に移す．この手続きをn回繰り退

　　したとき、黒玉がUに入っている確率P．を求めよ。　　　　　　　　　　　　　　　　　｛20点〕

3．　X，Yが独立で．パラメータpの同じ幾何分布P｛X＝〔巴pqiい一0．1，2．……〕に従うとき，

　川　　U1■i0｛X，Y〕の確率分布を求めよ、

　ω　V＝X－Y　の確率分布を求めよ。

　ω　UとVが独立であることを証明せよ．

4、　離散的確率変数Xのとりうる値が，r土0．1．2．・・

　　　P｛X＝r）一
　　　　　　　　　　　1讐）

であるとき、

（葦）1讐二着）

川中一塁k’【ト｛X三r〕＝1　を確かめよ．

ω　　Xの平均を求めよ，

ω　Xの分散を求めよ．

　　　　　　　　　　　　　　　　　　　｛20点，

I．．． D■i皿（K，n）で、その確率分布が，

｛M，K　Hは正の整数で，M≧K＋n）

＝20点，

5．　確率変数Xの分布がP｛X＝0〕士p〉0．P｛X＝1〕＝q〉0，p＋q土1であるとき．Xの

　分概数・（エ）に対して十川）川エー川・エを求めよ．ただし、σ・・とする．

　　　　　　　　　　　　　　I－n　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　（20点）
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　　　　　　　数学■（解答例）

1・（1）Rの分布関数をF（r）とすれば

・（・）・・（…）一
^1・一11111・一

一・
^l「／∵lllll）

（2）問題の式は、平均垢、分散％の正規分布の原点のまわりの2次のモーメント

　　E（X2）である。

　　ここでE（X2）＝Var（X）十｛E（X）｝2であるから、

　　　（％）十（％）記＝％

（3）

E（・・…

¥二∵二＝；二；・（一μ・）・…

u＝X一トy，V＝yとおけぱ、X＝u－V，y二V

∂X／∂u　∂X／∂V

∂y／∂u　∂y／∂V

：＝

1

0

一王

　　　＝1であるから

　1

十二ニ：、｛；二二ニニ・）｝・一・（一μ・〕・…

一十（一…／／l・・（一（μ一孔）・）・・／・・
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｛ア〕ここで孔≠μの場合、

　P（X＋Y＜a）

一、ll・／l・・（一1・）一…（一1・）・・

　　　　μ　　　　　　　　　λ
　＝1　　　　exp（一孔a）十　　　exp（一μa）
　　　μ一孔　　　　　　　μ一λ

（イ）孔＝μの場合

　P（X＋Y〈a）

一1・
^l・・（一川・…

部分積分により

　　　　　　exp（一λa）　　　　　｛exp（一λa）一1｝
　　＝λ2・a・　　　　　　　　一孔2・
　　　　　　　　一λ　　　　　　　　　　　孔2

　　＝1一（孔a＋1）　・exp（一λa）

（注）ここでは、λ≠μの場合が解けていれば正解とした。

（4）

E（・） ¥（H・i）・・

ここで、x（1－l　x　i）は奇関数であることよりE（X）＝0

μ2，＝E［｛X－E（X）｝2「］＝1…1（X2「）

よって

一／1丁（1－1川・・一・／l・・（1一・）・・

＝＝2／｛（2r＋1）　（2r＋2）｝

（5）

1日　　　　　　　2日

晴れ　⇒　0．6　⇒　晴れ　⇒　0．6　⇒

　　⇒　0．3　⇒曇り　⇒　0．2　⇒

　　⇒0．0⇒雨　⇒0．3⇒
　　⇒0．1⇒雪　⇒O．4⇒
従って、0．63＋O．3xO．22＋0、

3日

晴れ

曇り

雨

雪

1xO．

　　　　　　4日

⇒　0．6⇒晴れ

⇒0．2⇒曇り
⇒0．3⇒雨
⇒　0．4　⇒雪

42＝O．244
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2．

　●p。＝1は明らか。

●p・については、U，Vからともに白玉が取られて移されるから、Uから白玉

　　が取られる確率（N－1）／Nと、Vから白玉が取られる確率N／N＝1との

　　積である。よって、

　　P1＝1一（1／N）

●p皿は、　（n－1）回目に黒玉がUにあってn回目が白球同志の交換になるか、

　（n一工）回目に黒玉がVにあってn回目がVの黒玉とUの白球の交換になるかの

　　いずれかで、両者は排反する。従って、p。、。十q皿．1＝1　とすると

　　　　　　　　　N－1　N　　　　　N　1
　　Po＝P血一1・　　　　・一十q卜1・一・一
　　　　　　　　　　N　　N　　　　　　N．N

…一1一÷〕・（・一・・一一）・÷

・い一子〕・・皿一1・÷

・・一
P1一青〕…一・・÷

・・一一・
撃P一子〕…一・・÷

一一一 @

辺毎に減じて、

・・一・一一一
｢一子〕・（・・一1一・・一・）

　　　　　　一11一音〕2・（・パ・・一・）

　　　　　　一11一子〕叶（・1一・・）

　　　　　　一一÷・l1一青〕nI’

①式を代入してp、について解げば、

・・一・
^1・l1一音〕n／

（n≧2）
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3．

（1）P（U＝u）＝P（X＝u，Y≧u）十P（X〉u，Y＝u）

　　　　　　　　　＝P（X二u）　・P（Y≧u）十P（X〉u〕　・P（Y＝u）

　　　　　　　　　　　　　oo　　　　　　　　　　αコ
　　　　　　　　　：Pqo　（ΣPq舳j）十（Σpq皿舳）Pq皿
　　　　　　　　　　　　　j＝0　　　　k＝1

　　　　　　　　　：P2q阯11／（1－q）1＋P2q舳1q／（1－q）1

　　　　　　　　　＝＝Pq阯（1＋q）

　　．’．P（U＝u）＝pq阯（1＋q）　　　（u＝0，1，2，・；・…）

（2）V＝X－Yのとり得る値は、v＝0，±1，±2，一・・である。

　　1ア〕v≧0のとき

　　　　　　　　　　　oo
　　　　P（V＝v）＝　ΣP（X＝y＋v，Y＝y）　　　（Σは以下同じ）
　　　　　　　　　　　y＝0

　　　　　　　　　　＝ΣP（X＝y＋v）P（Y＝y）

　　　　　　　　　　＝ΣPqy岬・Pqy

　　　　　　　　　　＝P室q■Σq帥

　　　　　　　　　　＝P2q”　・　｛1／（1－q里）｝

　　　　　　　　　　＝Pqw／（1＋q）

　　〔イ〕v〈Oのとき

　　　　　　　　　　　　oo
　　　　P（V：v）＝　ΣP（X＝x，Y＝x－v〕　　　（Σは以下同じ）
　　　　　　　　　　　x＝O

　　　　　　　　　　＝ΣP（X＝x）P（Y二x－v）

　　　　　　　　　　＝ΣPq■・Pq■■｝

　　　　　　　　　　：P2q一可Σq2■

　　　　　　　　　　＝P2q一”・　｛1／（1－q2）｝

　　　　　　　　　　＝＝Pq’可／（1＋q）

　　　　　　　　　　　　　　　　1¶l　　　　　　　　　　　　　　pq
　　従って、P（V＝v）＝　　　　　　　　（v二0，±1，±2，…　）
　　　　　　　　　　　　　（1＋q）
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（3）P（U＝u，V二v）＝P（min（X，Y）二u，X－Y＝v）

　1ア〕v≧0のとき

　　　　　X－Y＝v≧0より　mi　n（X，Y）＝Yであるから

　　　P（U＝u，V＝v）：P（Y＝u，X－Y＝v）

　　　　　　　　　　　　＝P（X＝u＋v，Y二u）

　　　　　　　　　　　　＝P（X＝u＋v）　・P（Y＝u）

　　　　　　　　　　　　＝Pq　　　pq

　　　　　　　　　　　　　　2　　　2皿“¶　　　　　　　　　　　　＝P　q

　｛イ）v＜0のとき

　　　　　X－Y＝v＜0より　min（X，Y）＝Xであるから

　　　P（U＝u，V＝v）＝P（X＝u，X－Y＝v）

　　　　　　　　　　　　＝P（X＝u，Y＝u－v）

　　　　　　　　　　　　＝P（X＝u）　・P（Y＝u－v）

　　　　　　　　　　　　＝Pq　　pq

　　　　　　　　　　　　　　2　　　2日I¶　　　　　　　　　　　　＝P　　q

　従って、P（U＝u，V＝v）＝P2q2阯I¶I

　　　　　　　　　　　　　　：Pq阯（1＋q）　・｛Pq■■■／（1＋q）｝

　　　　　　　　　　　　　　＝P（U＝u）　・P（V二v）

　即ち、UとVとは独立である。

4．

（1）sの恒等式　　（1＋s〕“・（1＋s）㎜一＾＝（1＋s）凹において、両辺の

　　　S　nの係数が等しいことから、

　　㍗川二111一二〕㍗（・一・）一1

（2）

E（・）一 h・川二11〕・1二〕・一1一・！！て

　　　　　一（・・…㍗；〕一11K；1〕lM∴∵川11j
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n・K

（3）

E［・（・一1）1・
h（・一1）川二11〕・1二〕

　　　　　一・同；1；三1㎜n｛集；ジ21K；2〕lMll；1；2Ull：1

　　　　　　n（n－1）・K（K－1）

　　　　　　　　　M（M－1）

　　　Var（X）＝E［X（X－1）］十E（X）一｛E（X）｝2

　　　　　　　　　n（n－1）K（K－1）　　　nK　　　n2K2
　　　　　　　　＝　　　　　　　　　　　　　　　十　　　　　一

　　　　　　　　　　　　M（M－1）　　　　M　　　M2

　　　　　　　　　nK（M－K）　（M－n）

　　　　　　　　　　　　M2（M－1）

5．

｛ア〕O〈a＜1の場合

　　　　　　　　　　　　　　O－O＝O　　（　　x＜O）

　　　　　　　　　　　　　　P－0＝P　　（0≦x＜a）

　一F（x）一F（x－a〕＝　p－p＝0　　（a≦x＜1）

　　　　　　　　　　　　　　1－P：q　　（1≦x＜a＋1）

　　　　　　　　　　　　　　1－1＝0　　（a＋1≦x）

／l二（・）一・（・一・）｝・・一／1二・十・十・

　　　　　　　　　　　　　　　・／l二二・に二＝・一・・・・…
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〔イ〕a＝1の場合

F（x）一F（x－a）＝

O－0＝0

P－O＝P

1－P：q

1－1＝O

（　x＜O）

（0≦x＜1）

（1≦x＜2）

（2≦x）

に二（・）一・（・一・…十・／l・・十・十・

＝P＋q＝1＝a

〔ウ〕1＜aの場合

F（x）一F（x－a）＝

0－0二0

P－0＝P

1－0＝1

1－P二q

1－1＝0

（　x＜0）

（0≦x＜1）

（1≦X＜a）

（a≦X＜a＋1）

（a＋1≦x）

に二（・一・（・一・）｝・・一に二・十・十・十二

　　　　　　　　　　　　　・／　　　　　　　　　　　　　　c0

　　　　　　　　　　　　　　　0dx＝P＋（a－1）十q＝a

　　　　　　　　　　　　　　a＋1

従って、いづれの場合も

∫ oo

　｛F（x）一F（x－a）｝dx＝a

■CO
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