
〔問〕

昭和 38年度 (問題)

午前の部

1. 多数の品物をーまとめにしたロットから抜取検査Kよって，各ロットの合格，不合格を決

2. 

定するVC，次の2方式を考える。

色) ロットから 10 (!国の品物を抜きとって検査し，そのなかの不良個数が2個以下ならばロ

ツトは合格， 3個以上左らば不合協とする。

(ゆ ロットからまず7簡を抜きとって検査し，そのなかの不良l回数が 1個以下左らばロット

を合格とし， 3 (1間以上在らば不合格とする。もし21聞であればさらVC7個を抜きとって検

査し，さきの標本と合わせて合計 14個のなかの不良l国数が31笛以下であればロシトを合、

格とし 4個以上であれば不合絡とするD

ロットの不良率(不良品の割合〉がpであるとき次む21習に答えよ。

(1) 上の2方式Kついてロットが合路とされる確率はそれぞれいくらか。

(2) (司， (功いずれの検査個数が少左いと其騰されるか。

f(.ゆ=一二アe
ν'2πσ 

-2bτ (x-μ〉

で定義される関数が，密度関数であることを示せ。

一∞く♂<∞

σ>0 

また，確率変数Xの密度関数が上式のf~)であるとき， X の分布の平1割直辛子よび分散はそ

れぞれμ公よびゲであるととを証明せよ。

3. 天秤(てんびん〉で2-:Jの物体A1，A2 ([)重さ(それぞれUJ-) ， w"zとする〉をj則定する

のK次の2コの方法が考えられるが，第2の方法が精度のよい測定値がえられることを証明

せよ o

ただいとの天秤による誤差は，正規分布N( 0，σ2 )に従うものとするo (σは定数

とする〉

第1の方法W"J ， W"2 を別々に測定する。

第2の方法 AI ， Azを問時に一方の血にのせその重さW"1+切主を測定(その測定値

をUとする)，次にん，んを左右別々の皿KのせW"J 一向を測定(そ
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〔問〕

の測定値をVとする)する。

u+v u-v 
一一一，一一一ーをそれぞれW 1，W zの測定値として用いる。
2 2 

午後の部

1. 確率変数X1，X2，......， XkがたがいK独立のとき，次の各場合について

X1 + X2 +・・・・・・・・・・+Xk の分布を求めよ。

1) X iが二項分布B(η， p)に従うとき。

ただし，pは共通とする白

2) X i が平均値 ~i の POisson分布に従う£き D

2.離散的な確率変数をX，Yとしたとき，次C事項を証明せよ。

1) X， Yが独立ならば，相関係数はOとなる。

2) X， Yがいずれも 21国の異なる値しかとらまい場合，相関係数がOならばX，Yは独

立と在る。

三 甲，乙が勝負(甲の勝つ確率をp ， 負ける確率を 'f， p+~=1 とする〉をし， 1回の勝

負毎K負けた方が勝った方に単位金額1を支払う o これを独立に繰り返し行走って，一方

の資金がOに在る(破産ナる〉まで続ける賭をする。甲乙が有限の資金α，bをもって始め

るとき，甲の破産ナる確率を求む。
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昭和 38年度 (解答)

午前の部

1. ~=1-P とか〈。また J (a)でとった 10個の品物の左かの不良品¢激をX，(b)で最初K

とった7個の品物の左かの不良品の数をY，かさねてとった7個中の不良品の数をZとする

と， X， Y， Zはそれぞれ2項分布 B(10，P)，B(7，P)， B(九P)I(Cしたがう o

また， Y， Zは独立である。

(1)色) 求める確率=P(X豆2) = ~1 0 + C~) p ~ g + C20 ) P 2 ~ 8 = ~ 1 0 + 1 0 P l' g 

(ゆ求める確率=P(Y~1)+P(Y=2)P(Z豆 1 I Y=2 ) 

=P(Y~1)+P(Y=2)P(Z豆 1 ) 

十45P 2 ~8 

=~7 +7p~6 +(~)p2 g- 5(~7 +7Pg.6)=( g.1 +7p~6) 

x(1+21p2g.5) 

(2)(a) の場合，検査個数はつね~'C 1 0個だから，その腕寺値も 10 

(功 の場合， 7個は最初K確実K検査する。次の7個も検査する確率は P(Y=2) 

求める其精値=7+7P(Y=2)=7+7X21p2(1-P)5 

との最大値を求めるため，pで微分すると，

7X21 {2P (1-P)5ー 5p2 (1-P)4- } 

=7X21P(1-P)~ {2(1-P)ー5P}=7X21(2-7P)

ωω →のとき，上り期待値は最大値をとると山かる。
2 ，，_ '" 5 

その最大値=7+7×21(7Y(7)5=7+12X(手)5
57 5 0 0 

= 7 + 7 + 2.231ぐ 1Q 
1 680 7 、

したがって， (b)の方法の期待値が少左い。

2. f (x)ミ0であることはあきらか。

したがって，A===.ムfC♂)dx= 1を翫明すればよい。
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必7・-p.
11=一一」ーと変換すれば

(J 

v2 

A=-士.I:e -~2 dy 
1/2π _~J 

x2 γ-

A2= -"-.I∞ e 2uf-e zdy  
2π ー∞ー∞

=一一-.I / e 
2π ー∞ー∞

三土f
dx dy 

( x， y)を極座標(r，tJ)1(C変換(す左わち，♂=rcostJ， y=rsinfJと変換)

す 7 .l-

γ2 

2πA2 =/2πf∞ e-12 T d T4U =fk  
r2 

d(J f∞ eτd〈f)

2π 
∞

0
 

1
1
1
J
 

，r
一2nu 

「
ド
BK

=2π 

}~2 ニ 1 ，またあきらかにAミ0， . A=  1 

Xの平塚直E(X舛，

/一
1

一戸
」「区 xe 

(x-μ〉2
2rr dx 

y=三二fとと変換すると，
σ 

∞ ー芸 二-ど
E伴 τごノ二 (μ+σy)e ζdy=μ ・τ__ .Î_~~ e 4 dy 
/2 π 1/Lπ 一一

バ _12 庁 _z
+っとfごye 2 dy =μ+士 f:ye 2 dy 
V2π ー目 、/2π ー山_x 

との最後の式の第2項中， "!I e 2 は奇関数だから，第2項=0

E(X)=μ 

xo分散 Var Xは，

-20ー



(x-μ)2 

い¥:て子/∞(ー )2 eーマf az(y=?と変換山
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部分積分法から

1/2π 
一一一一-.Var X 
d y
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_ .1...2 

2 d:; =~ 
- 0.コ

VarX=σ2 

3. 第1法の7/.1・I ， W'2 の測定値の誤差の分散はどちらもが o

第2法のWI 十 UJ-2 ， W 1 -Wz の測定誤差を，それぞれε1 ，れと孝子〈と，題意から，

Varε1 =Varεσ2 

U+ V U-Vε1+ε2εEーε2
また，一一一一ぉ、よび一一一ーの誤差は一一一一，一一一一一で，
2 2 2 2 

む +ε
Var 一一一=ー Var(εE十ε2) (ε1 J e2は独立だから〉

2 4 

=÷(V…+V…)=子
む一ε

Var--=-一一一=-:-Var(ε1ーe2) (ε1 ， e2は独立だから〉
2 4 

=÷~ε1+山 2)=与
すなわち，第2法の方が，精-度がよい。
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午後の部

~=1-P として，
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M i (tJ)は，

ni 
M i (tJ)=E e 砂町 P(Xi=め=E

x 

Xiの積率母関数1 

n，; 
=z-(2i)(Pe ox〉XFnt-x=(pe ox+伊)ni 
X""O 

+・・・・+Xkの積率母i謁数は，各X， Xkはたがいに独立だから，X1 ， ・・・・・・，

Xiの積率母関数の横K左る。すなわち，

n1+・・・・+ni(pe'--+~r-l (p e ox+9)22 •. ・・〈pe ex+9〉nk=

p)1fC従う。+・・・・ +XkはB(n
1 
+・・・・+nk: ， したがって， X， 

Xiの積率母関数11i (tJ)は，

-it∞ ，X え?ん∞(えie tJ)x 
M dfJ)=l) e ." P(X=苛)=e- r }}  e 一二一 eー轟 Z

X X ""0 X 1 x""o X 

2) 

eえte o=eん(e 8ー1) ーえィ=e 

+・・・・+X kの積率母関数はX， Xkは独立だから，X i， ・・・・，

l， (e 11_1) e らぐe8-1). "， lk(ell-1)_n(.t，+・・・・ lk)(etl-1).. e . "= e 

+・・・・+Xkは平均値II+・・・・+l kのPOisson分布に従う。したがって.， X1 

Cov(X， Y)=E((X-E侭:))( Y-E(Y))) 1 ) 2. 

Y-E(Y)も独立と在る。X-E(X~ X， Yは独立だから

C 0 v ( X， Y) = E ( X -E(X))・ E(Y -E(Y)) = 0.・8=0.

と金〈。また，

したがって，相関係数も Oと在る。

Xのとる2点をXl.，X2 ， Yのとる 2点をyl ， y2 

X=X-Xl， Y=Y-y" X=Xz-X" y=y2 -y， 

2 ) 

と会〈と，

ρ(X， Y)=ρ (X-Xl ， Y-yl ) =ρ(X， y)=o 

0. = C 0 V ( X， Y) = E ( X Y ) -E(X)・ E(Y)

=♂yP(X=♂， Y=y)-XP(X=X) -yP( Y=y) 

=xy {P (X=x， Y=y) -P( X=x) P( Y=y)} 
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) } ) P ( y=y2 =♂y { p ( X =x  2 ， Y = Y 2 ) - p ( x = X2 

)=P(X=X2 )P('Y=y2 

だから，♂y 会~O

Y=Yj )=P(X=Xi )P(Y=y止)

( i = 1， 2; j-= 1， 

P( X=♂2 ， y=y2 

P ( X=xi ' 

同様にして，

2 ) 

がえられる。したがって， X， Yは独立である。

〉から，直接，) p (宝=y2)=P(X=X2 Y =Y2 P(X=X2， f封

Y =y j-) = P ( X =x  i )-P ( Y = Y j )を導き出す乙ともできる:p ( X=x i ' 

、
•• 
ノ匂

J一一Y 
Z
 一一x
 

f
E
K
 

1
.ノ)=P( y=y2 Y =y2 p (X=Xl ， たとえば

)-P(X=X2 )P(Y=y2) 

) { 1 -P ( X = X 2 ) } = p ( x =X 1 ) P ( Y = y2) 

=p  ( Y=y2 

=P  ( y=y~ 

甲が現在♂の資金(したがって乙はα+h-:r)をもっているとき，甲が破産する確率を3. 

1三玉♂三玉α+h-1なら，甲が破産するという事象は，この時現在から最初('(R(X)とする。

1回勝負した結果，その回は勝って，したがって資金がx+1VC左って，やがて破産する事

したがって資金が:x;-1 (rc:左って，やがて破産する事象というたが象と，その回に負けて，

いに排反左2つり事象の和に在るo したがって，

、，，，44
 

，I
 

( 1孟♂三ζα十ふ-1) R~þPR(x+1)+~R(x-1) 

あきらかに一方，

(2) RI1J)= 1， R (α+ h) =0 

ER(x)=R (♂十 1)， E a R(午ト=R(♂+α 〉のような作用素とすると， (1)からEを，

(3) ( 0三玉♂三三α+h-2)(PE2_E+~) R(x)=O 

(PE-g.)(E-1)R伊)=0

( E一手)( E-1 ) R仲 0

Pキ去の±始

Bを定数として，A， 
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ια+h 
1 =R(OドA+B，O=R(α+o)=A+B(;)- -

B= 
1-(すγb

A=  

一〈ム〉 α+β
Rいp i-+(手〉α
1ー(ず〉α+0 ー〈す)α+b "1" 

(す)α{1ー〈す)0 } 

1-(手)叫

20 p=をの場合

( E-1 ) 2 R(吋=0

したがって， A， Bを定数として，

R件)=Ax+ B (注参照〉

1 =R ( 0 ) = B ， 0 = R (α+ 0) =A (α+ 0) + Bo 

-O-

R(αド一一÷で α+1=一一ァα十 D α+D  

A
 

制一般に， 21潜の定差方程式

(αE2 +.b E + C ) 1 (xドo (αキo) 

の解法について述べる。とれは，

(Eーα)( Eーβ)1 (x)= 0 

のように書ける (α，。はー赦には複素数〉。

以下，♂は整数値しか考え在いととにする。

x 
定理1. (E-α) I(x )=0の解は，l(x)=Aα (Aは任意定数)

証 ) 1 (♂+ 1 ) =al (♂〉

1(1)=α1(0)， 1(2)=α1(1)， ・・・・・・ ，1伊ドαI(x-1 )・・・・・・・・・・・・・・(1)

(1)式を辺々 かけるわせると，

f伊)=αx1 (0) 
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と乙で， f(O)は任意 K きめてよ h。

♂<0の場合も同様。

定理2. 21替の定差方程式

証〉

(αEz + b E + c) f (x) = 0 

の解は，任意定数2つしかなしその解はー

f(x)=Afl(x)+Bfz (x) 

の形に書ける。乙乙(1(， f I (x)， fz (x)は，たがいK一次独立ま解， A， Bは

任意定数である。
λC  

f(x+2)=ーをf(x+1)一τf(x)
h C 

."" f(2)=一一f(I)ーナf(0) αα  

b (; 
f(3)=ーすf(2トτf(1)

h C 

f(x，ド=ーすf( x-1 )一τf(♂ー2) 
乙れから，f(O)， f(1)を任意に定めれば， f(♂)は必然的K求まる。す左わち，任

意定数は2つしかない。 /1(.♂)， fdx'JjJ~， たがいに一次独立な解とすると，

(αEz + b E+ C ) ( Afl伊汗 Bfz件))=A  (αE2 + b E+ C)f I件)

+ B (αE2 +b E十 c)fdx)=O

したがって，Afl(x:汗 Bfz(♂)も解である。との解は任意定数を 2つもつから，

すべての解がとれでつくされるロ

定理3. αさt'sなら

( Eーα)( E-s) f(x)=O 

の解は， AαX+B戸x

証) (Eーα)( E-s)αX=(Eーβ){ ( Eーα)αX} =(E一戸)0=0
したがってαxは解であるo同様I(Cs X も解。 α~ß だから， α 忽 ， s:t:.は一次

独立であるo したがって解は Aα X + Bsxと喜けるロ

定理 4. (E-1 ) 2 f伊)=0 

の解は， A♂+B
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証) (E-1 ) {( E-1 ) f(司}=o

( E-1 ) f(x)=A・1X =A  (定理1から〉

f ( x+ 1 ) = f(x汗A

1(1)= 1(0汗AJ 1(2)=/(1)+ A， ・・・・ ，/(.♂~=/(x-1)+A ・・・・(1)

(1)式を辺々 たして，I{x) = Ax+ 1(0) 

ここで，1(0)は任意に定めてよい。

〈一殻には， C E-1 ) n f(吋=0rD解は，高々(n-1)次の多項式

A n -13E-E十 Aa-2sa-2+・・・・+A。 である。)
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