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数学1・…………・・1

数学1（問題）

1．次の谷間の［ニコに入る答のみを、所定の解答用紙に記入せよ。　（40点）

（1）O，1，2，…を値としてとる独立な確率変数X，Yが共に平均pの幾何分布に従うとき、

　P（X，k1X＋Y＝n）＝［＝＝コ（n＝0，1，2，・，k＝O，I，2，…n）である。

（・）・変数関数～一
^㎞y㍊■x－y）l1111二1

（ここに、R＝｛（x，y）■Oくxく一，O＜y＜1，x＋y〈i｝）が、2次元確率変数（X，Y）の同

時確率密度関数になるような定数Kは、K＝［ニコである。また、このとき、Xの

周辺確率密度関数f，（x）昌［ニコである。

　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　．λλ『
（3）ある昆虫が1度の産卵でr個の卵を生む確率はe一（入＞0）であるとする。ま
　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　r！
た、1つ1つの卵は独立にふ化するものとし、その確率がすべてpであるとする。

このとき、！度の産卵でk個の卵がふ化する確率は［ニコである。

（4）人間の記憶が残存する時間は指数分布に従うとし、30分以内に記憶が失われる

　　　1確率は一であるとする。このとき、記憶の平均残存時間は［ニコ分（小数点以
　　　2
’ド四捨五入）である（次の数表を用いよ）。

7

109（x）　0．693147　　1．098612　　1．609438　　1．945910

　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　12
（5）XI，X。は互いに独立な確率変数で、同じ確率密度関数f（x）！xexp（一一x）（x≧O）
　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　2
を持つとする。この時、確率変数Y＝㎜n（Xl・X。）の確率密度関数f。（y）：［ニコ

（y≧O）である。

　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　（X＋r－1）！。（6）負の二項分布NB（r，p）の確率分布P（X1x）1　　　　P（1－P）x（x＝O，1，2，’，
　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　x！（ト1）！

rは正の整数）の最大値を与えるXは［ニコを超えない最大の整数である。

（7）区制O，1．1の中で、2つの数を無作為かつ独立に選ぶ。この時、大きい方の数を

2乗した値が小さい方の数より大きい確率は［ニコである。
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（8）2次元確率変数（X，Y）の同時確率分布が、

・（・・。，・・。）一　n，　、・β・（1．、．β）・十・（x≧O・・≧O・x＋・≦n・

　　　　　　　　　　x！y！（n＿x＿y）！　　　　　　　　　　　　　　　α＞0，β＞0，α十βく1）

で1え！れlll，X，Yの共分散1・・（1，1）・口であ1。

（9）ある会社に、段ボール箱100箱分のコンピュータ出カリストが届いた。各リス

トはすべて異なり、それぞれの段ボール箱には十分多くの枚数のリストが、同じ

枚数ずつ、無作為に収められているとする。このlOO箱の中から、特定の異なる

2枚のリストを探し出すために開ける必要のある段ボール箱の個数は平均して

　［ニコ箱（小数点以卜四捨五入）である。なお2枚のリストは同一の段ボール

箱に入っていることもあるとする。

（一〇）右図のようなA，B，Cの3つの作業　　　作鯛始　　作業A

があり、AはB，Cとそれぞれ並行して

できるが、CはBが終わらないと始め
られない。各作業の所要日数とその確

率分布が次のとおり与えられていると

き、全作業が終了するまでの所要日数
の期待値は［ニコ日（小数点以卜第2位四捨五入）である。

作業の種類 A B

作業終了

所要口数　　4口　6口　1口　3口　2口　4日
確率 0．5　　0．5　　0．3　　0．7　　0．8　　0．2

2．X，Y2つのつぼにそれぞれN個の球が入っている。Xには赤球が！個、残りは白

球、Yは全部白球である。X，Yからそれぞれ1球ずつ取り出して互いに他のつぼへ

移す。これをn回繰り返したとき、赤球がXに入っている確率を求めよ。ただし、

N≧2とする。　（15点）

3　三角分布の確率密度関数はf（x）＝1－1xl（一1〈x＜1）である。このとき、次の間に

答えよ。　（20点）

（1）この分布の積率母関数を求めよ。

（2）X，Yが独立で、ともに（O，1）上の一様分布に従うとき、X－Yが三角分布に従うこ

　とを、（1）の結果を用いて示せ。

4　あるタクシーの運賃は、初めの！kmはA円、その後は1km増すごとにB円追
加されるものとする（1㎞未満の距離は1㎞に切り上げる）。1日の乗．東人数
Nは平均値μ（人）のポアソン分布に従い、1人あたりの乗車距離は平均値λ（km）

の指数分布に従うとするとき、1口の売り上げの平均値を求め・よ。

　　なお、このタクシーには1度に1人の客しか乗車しないものとする。　（25点）

以　　上
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数学1　解答

1．

（1） 1

n＋1

（2） K・120 耳（x）一…（1一・）3（・＜・く’）

@　　　　　O　　　　　　　　（x≦O，1≦x）

i・1（・）・…（1一・）3のみでも可）

（3） 、一1。（入・）k

k1

（4） 43

（5） 　　　　　　　　　2
?B（y）＝2ye－y

（6） （1－P）（r－1）

P

（7）
2】3

（8） 一nαβ

（9） 67

（IO） 5．6

（1）・，・の分布は・（…）・・叶㎎・／・1・一1；斗表さ帆

・，・は独立であるので、・（X－i，Y・・一i）・・（X－i）・（Y一・二i）

よって、
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　　　　　　　　n　　　　　　　　　　　　　　　　　n
・（X・Y・→一Σ・（X一しY非i）・Σ・（X－i）・（Y一・一i）

　　　　　　　　i＝o　　　　　　　　　　　i二〇

　　　　　　　　n　　　　　　　　　　　皿
　　　　　　　・Σ㎎i・㎎皿■㌧Σ・2・n・（・・り・2・・

　　　　　　　　i＝O　　　　　　　i≡0

！たが一て・・（・一・1・…ぺ（景事1寺k）一着未÷

（・）／工榊・・…肘暮（1一・一班・

・・
H・・ザ1・（1一・）・一伸

一・
H㍗・・一1・ザ仮

・・
H夫・（1一・）3・…工夫1（1一・）・一（1一・）・1・・

・・
m一士（1一・）4・去（1一・）511

　1
＝一K
　120

脈・）が同時確率密度関数であることカ・ら∬R・（W紬・1であるので・・一1・・

また、Xの周辺確率密度関数巧（x）は、Oくxく1に対して、

／（・）・正舳・必舳巾・脚小州・

・炉・・（1一・一・刈・・［…（1一・）・・一・・叶

　　　・20・（1一・）3

x≦O，1≦xでは明らかに巧（x）＝0

一4一



（3）この昆虫が1度の産卵でr個の卵を生む事象をA、、k個が艀化する事象を

　B。とする。

　P（B、一A、）＝、C，pk（1＿p）『■k（r≧k）であるから、求める確率は、

　　　oo　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　oo

　　Σ・（・・1へ）・（へ）・Σ。…k（11ゾ・・一÷

　　r＝k　　　　　　　　　　　　　　r＝k

　　　　　　　　　　　　㎜　r1　　　　　入「一kλk　　　　　　　　　　　一Σ（、．、）1，1・k（1一・ゾ・1λ、1

　　　　　　　　　　　　r＝k

　　　　　　　　　　　＋！・Σ㍗T

　　　　　　　　　　　　　　　　r＝k
　　　　　　　　　　　一（λp）k。λλ（1．。L．λ。（入p）k

　　　　　　　　　　　－　　　　　e　e　　　　－e
　　　　　　　　　　　　k1　　　　　　　　　　k1

（4）記憶の残存時間の従う指数分布の確率密度関数をf（t）＝入e■λt（t≧o；2し〉O）と

　する。

題意よ1・伽・士

また・砕t）・t・卜・t・同：。・1一・軌であるから・・舳・÷

　　　　　　1よって、λ＝一1og．2
　　　　　　30

このとき、記憶の平均残存時間は、

∬！刈刈十・t・［一生斗士・1。登2一 30

0．693147

　　　　　　　＝43．28．．．

　　→43分

（5）y≧Oに対して、
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　P（Y≦y）＝P（min（Xl，X2）≦y）＝1－P（mi皿（Xl，X2）＞y）

　　　　　斗p（Xl・y，X。・y）

　　　　　＝1－P（X1＞y）P（X2〉y）（・．・Xl，X2は互いに独立）

ここで、

w・榊・Y砒一ド1！
　　　　　　　　　　　　2よって、P（Y≦y）＝1－e■y

　　　　　　　　　　　　　2　　　　　　　　　　2したがって、fY（y）＝（1－e■y）’＝2ye■y（y≧0）

　　　　　　　　　　　　　　　　P（x）　　　x＋r－1
（6）p（x）＝P（X：x）とおくと、　　　＝　　　．（1＿p）
　　　　　　　　　　　　　　　P（卜1）　　x

　よって、　P（x）≧1となるxは、x＋「．1（1－p）≧1より、x≦（1－P）（「一1）で与え

　　　　　P（x－1）　　　　　　　　　　　　　　x　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　p

られる。

したがって、P（X二、）を最大にするxは（1－P）（「一1）を超えない最大の整数である。

（7）2つの数をX，Yとすると、（X，Y）

　の組は図の正方形0AB　Cの中で　様分布

　する。このとき、「大きい方の数を2乗した

　値が小さい方の数より大きい」という事象は、

　図の領域RlとR2で表されるので、求める確

率、ふ池の面積合計、・仏、三

　　　　正方形の面積　　　　1　　3

y
C B1

R・　　。　　　X＝y

@　　　　2
@　y＝X

@　　　　Rl

O 1　　　X

（8）Cov（X，Y）＝E（XY）一E（〉OE（Y）
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ここで、

　　　　n　　n－X・（W）・ΣΣWx，y、（、…1x．、）1αxダ（1一α一βザ

　　　　x＝O　y＝O

＝n（n－1）αβ・

‡薯［体．、吋．川、（1号1川、一州州1…ド仙1

＝n（n－1）αβ×

算に、1、（法．プ引州1一α戸十・一け一・一1）

　＝n（n－1）ψ

同様の計算により、E（X）＝n㏄，Eα）＝nβが示せるので・

　　Cov（X，Y）＝n（n－1）αβ一（nα）（nβ）＝一nψ

（9）k番めの箱を開けた時に探しているリストが見つかる確率は1、したがっ

　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　100

　て、k番めの箱を開けた時にそのリストが既に見つかっている確率は」Lであ

　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　IOO

　る。おのおののリストは独立に見つかると考えられるので、k番めの箱を開け

た時に1的の・枚の／ス／が既に見つか一でいる確率は／納2

　よって、k番めの箱を開けて初めてその2枚のリスト両方のありかが判明する

確榊孔・／割2二／制2体・・）

これは、k＝1の時も成り立つ。

よって、求める平均は、

芝咋芝・・／納2一芝（・・1）・／11．／2・1・・一三／、1．／2

　k＝1　　　　　　　　k＝l　　　　　　　　　　　　k＝0　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　k＝l

　　　　　　　　　1　　　99×1OOx199　　13433
　　　　　＝100　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　＝67，165

10000　　　　　　6　　　　　　　　200

→67個
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（10）各作業の所要日数をxA，xB，xcで表すと、作業B，Cの合計の所要日数と

　その確率分布は次表のとおりとなる。

XB XC XB．C 確率

1日 2日 3日 O．24

1 4 5 0．06

3 2 5 0．56

3 4 7 O．14

まとめると、

　次に、作業Aと作業B，Cは並行してできることを考慮して、全体の作業終了

までの所要日数とその確率分布は次のとおりとなる。

XA XB＋C XA＋B＋C 確率

4日 3日 4日 0，12

4 5 5 O．3I

4 7 7 O．07

6 3 6 O．12

6 5 6 0．31

6． 7 7 O．07
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まとめると、

XA＋B．C 確率

4日 0．12

5 0．31

6 O．43

7 0．14

したがって、求める期待値は次のとおり。

　4×O．12＋5x031＋6×0．43＋7×0J4＝5．59→5．6日

2　n固めの試行後に赤球がXにある確率をp。、Yにある確率をq、とする。

　（Pn＋qn＝1）

　題意よりpo：1は明らかである。

　　1回めの試行後に、赤球がXに入っているのは、X，Yからともに白球が取り

出されて、他のつぼに移された場合である。Xから白球が取り出される確率は

N－1＝1＿⊥、Yから白球が取り出される確率は1であり、それぞれの球は独立に

　N　　　　N

取1出されるとみなせるの～・／1一“・1・1一方

　n固めの試行後に赤球がXにあるのは、（n　r1）固めの試行後に赤球がXにあ

って、n固めの試行で白球同士が交換される場合か、（n－1）固めの試行後に赤

球がYにあって、n固めの試行でXの白球とYの赤球が交換される場合のいずれか

であり、両者は排反な事象である。

　よって、次の漸化式が得られる。

　　　　　　　N－1N　　　　N　1
　　Pn＝Pn＿1　　　　　一十qn＿1　■凹
　　　　　　　N　　N　　　　N　N

十払・古（…）
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この漸化式を解くと、

・・一
v・／1一割／・…十／1一ギ’／・1一，・士／1－3n（…）

臥・

戟^1・／1升・・）

これは、n＝1の時も成り立つ。

！一てパ／1・／1刈同

3．

（！）積率母関数の定義より、g（t）は次のとおり計算される。

・（t）・
f（1－1・1）・・廿（1・・）・・十（1一・）・・

・卜（1・寸一L÷舳・卜（1一寸・工÷舳

十1［1・一1∵1・1トエ・1’ざ1・・一

et＋e－t＿2

t2

（2）X・Yは（O・1）上の　様分布に従うので・その積率母関数hx（t），hY（t）は、

・・（t）・叫（t）十・中11・≒’

　　　　　　　　　　e…t－11＿e一　よって・11．Y（t）＝hY（一t）＝　　　＝

　　　　　　　　　　　一t　　　t

　X，Yは互いに独立であるので、X，一Yも互いに独立。よって、X－Yの積率

母関数hx，Y（t）はhx（t）とh，Y（t）の積で表され、

　　　et－11－e－t　et＋e－t＿2
hx＿Y（t）：　　　　　　＝　　　　　　となる。

　　　　t　　t　　　t2
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　これは（1）で求めたg（t）に一致するので、X－Yは三角分布に従うことがわか

る。

4． 1人の乗客について、乗車距離を表わす確率変数をX（km）、売り上げを表

わす確率変数をY（円）とすると、

　Y＝A＋Bk（k＜Xくk＋1；k＝0，1，2，＿）

よって、

・（・）・支r’（・…）｛・…Σヅ土∴・

　　　　k＝0　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　k二〇

　　　一・・剖寸一・・ポー∴一・幸

　　　　　　　　1　　　　　　　一一　　1　　　　　　B
　　　＝A＋Beλ　　　＝A＋
　　　　　　　　　　　1　　　　　　1
　　　　　　　　　1＿eλ　　　　　eλ一1

　今、1日の中でi番めに乗車した人の売上げを表わす確率変数をYi（円）とす

ると・1日の売上げを表わす確率変数をZ（円）はZ＝、十Y2＋…十YNで表わされ

る。

　よって、1日の売上げの平均は、

　　　　　　oo　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　固

　　・（・）・Σ・（N一・）・（X・篶十・へlN一・）・Σ・（N・・）恥・V・へ）

　　　　　　日＝O　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　n＝O

　　　　　片十一・一玲；；

　　　　　十∴
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