
平成8年12月20日

数学2………1

数学2（問題）

1次1各問1口1人1答1み1、所定1解答用紙1記入せ1．11、必要であれば、付表1数磁用／

よ。　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　（35点）

（1）平均、分散の不明な2次元正規分布の母集団から抽出された大きさnの標本の標本相関係数は0．6てあっ

　　た。このとき、母相関係数についての仮説rρ＝0」が有意水準0．05の両側検定で棄却されたとすれば、標

　　本の大きさnは［ニコ以上である。

（2）母平均がともにμ、母分散はそれぞれ、σξ，σξの2つの母集団をA，Bとする。A，Bからそれぞれ大きさ

　　nl．n。の標本、（Xl，X。，…，X。、）、（Y一，Y。，…，Y日，）を抽出し、標本平均X，Yを用いてZを、

Z－wlX＋w・Yと麟する。このとき、V（Z）を最小にするw，，w，の比はw，w，一〔コ［コである。

　　　　WI＋W2
（3）ある金属線に関し、A社の製品4本とB社の製品6本について破断強度を測定したところ、次の結果を得

　た。

　　A杜：41．7，40．3，35．8，37，8（kg）

　　B社：45．6，40，7，43．6，40．5，43，2，39．6（kg）

　　A社の製品とB社の製品の母集団は、分散の等しい正規分布に従うものとして、A，Bの2社の製品の破

　断強度の平均値の差の95％信頼区間は［ニコである（小数点以下第3位を四捨五入せよ）。

（4）世帯数70，C00の都市で、n世帯の世帯人数を調べて総人口を推定するのに、その変動係数（平均μと標準

　偏差σの比旦）を5％以下にするには、標本の大きさnを［＝コ以上にすればよい。ただし、母集団の変

　　　　　　μ
　動係数は1以下であることがわかっているものとする。

（5）半径μの円の半径壱測定し、その値をXとする。Xは正規分布N（μ，σ2）に従うものとし、半径をn回

　測定したときの平均をXとする。円の面積πμ2を推定するのに、推定量としてπX2を用いるとき、

　E（π叉2）＝［二二コである。

（付表）t分布表：t’（ε）（自由度φ、上側確率ε）

φ＼ε 0．05 O．025 φ＼ε O．05 O．025

1 5．314 12．706 n 1．796 2．201

2 2．920 4．303 12 1．782 2．179

3 2，353 3．工82 13 11771 2．160

4 2．132 2，776 14 1，761 2．145

5 2．O15 2．57I 15 1．753 2．131

6 1，943 2．447 16 1．746 2．120

7 1．895 2．365 17 1．740 2，110

8 1．860 2，306 18 1．734 2．101

9 1．833 2．262 19 1．729 2，093

10 1．812 2．228 20 1．725 2．086

　　　　　　　　　　　　　　　　　　1
2　指数分布（確率密度関数f（x，θ）＝一e－m（0≦xく。。，0くθ））を持つ母集団から大きさ1の標本xを抽
　　　　　　　　　　　　　　　　　　θ
出し・帰無仮説　H：θ二θ。を対立仮説　A：θ〈θ。に対して検定する（θ。＞0）。

このとき、有意水準O．05に対する一様最強力（一様最有力）検定の棄劫域Cを求めよ。　　　　　　（15点）
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3　（Xl，X。，…X皿）を母数θの母集団からの標本変量とし、θ（X1，X。，…X皿），T（X一，X。，…X而）を、それ

ぞれ、標本変量（Xl，X・，…X、）からつくられる母数θの不偏推定量および十分統計量とす乱

（1）∂㌧E（引下）はθの不偏推定量であることを示せ。ただし、∂とTの結合確率分布および∂，Tの周辺

　　確率分布は連続型であるとする（以下の問についても同様）。

　　　　　＾　　　　＾＾　　　　＾＾
（2）E（（θ一θ）（θ一θ））＝0であることを示せ。

　　　　　＾’　　　　　　　　　＾
（3）V（θ）≦V（θ）となるこ’とを示せ。　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　（25点）

4　平均mのポアソン分布に従う母集団について・母平均mの信頼区間を求めるため、以下の考察を行九

（1）H…芸・…・告・去加（・一州を示也

（2）f。帖、1〕（x）を自由度2（k＋1）のZ2分布の確率密度関数としたとき、パラメーターλのポアソン分布

　　　　　　　　λj
　　う（j；λ）てe’ユ（j10・1・a’．．）に対して・

　　k　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　山

　　Σ・（j；1）一∫：㌔岨‡I〕（・）帆Σ・（j；1）一∬馬・）・・となることを（1）の結果を刷・て示也

　　j，o　　　　　　　　　　　　　　　　　　j，一十1

（3）（2）を利用して、母平均mに対する信頼係数αの信頼区間を求めよ。

　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　（25点）

　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　以　　上
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数学2 解答

1．

（1）仮説r・一・」が棄却されるのは・
嚮@・・一・（1）が満たされる場合

である。

　ここで、r＝0．6を代入して、nをいろいろ変えて不等式の成立を調べると、

　　　　n＝9：　o．75x、！7く2－365

　　　　n＝10：0．75x堀く2－306

　　　　n国11：0．75x力く2，262

　　　　n－12：O．75。。価。2，228

　よって、nは［亘］個以上必要である。

（2）

叩一・
i等一、、lW、（・1・（文）・…（司）

　　　　　1
　　一　　（W・W。μ）一町
　　　W1＋W2

・（η一・
iW宗許★（・・2・（・）・・1・（マ））

　　　　　1　／吐、山
　　！（。1・・、）2／W1・、W2・、」

　　　　　　　2　　　　　　　　　　　　　2
　　　／W、、σ12／W。、O．2
　　＝／。、。。、」不十／。1。。、／■

V（Z）を最小にするw、，w、を求めるために、v1一一五一，v2＝』一とおけば、

　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　W1＋W2　　　　W1＋W2

v1＋v2＝1であり、

帖・
ﾃ…牛…ギ・（・一・1）2｛廿奇）…一・｛…｛
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　2σ2

11ｻ）ヰか寄／1・・（・）い一ホの1き最小に

n1　n2

　　　　　　　　　　　　　2　　　　　　　　　　　王

なる。このとき、v、＝＝≒
　　　　　　　　　　σ1　02
　　　　　　　　　　■十一
　　　　　　　　　　n　　　　n　　　　　　　　　　　1　　　2

／一でw…一 圃1たは国国

（3）A社製品について、

　　　　一　　1
nA＝4，xA＝一（41．7＋40．3＋35・8＋37．8）＝38．9，

　　　　　　4
3・。2一（4L7－389）2・（4α3－3＆9）2・（358－389）2・（37．8－3＆9）2－20石2

B社製品について、

　　　　一　　1
nB！6，xB！。＿（45．6＋4α7＋43．6＋40．5＋43－2＋39．6）＝42，2

　　　　　　　6
5・。2一（456－422）2・（40．7－42－2）2・（43．6－42．2）2・

　　　（40．5－422）2・（432－422）2・（39．6－42，2）2

　　＝26．42

であるから、

　　　　　　　　。3・。2・5・。22α62＋26．42
xA－xB＝一33，s　！　　　　　　　　　　　一　　　　　　　　　　　＝588，s＝2425，
　　　　　　　　　nA＋nB－2　　　　　　8

肝一品一属一・・…

自由度nA＋nB－2昌4＋6－2！8のとき、t分布表よりち（O．0殉＝2，306である。

正規母集団の平均値の差の区間推定は、

卜）一・1（％）・F柚）・・1（％）・F〕で与え！れるか

ら、これに各数値を代入して、求める信頼区間は、

（一3．3－2，306・2，425・0．6455，一3．3＋2，306・2，425・O．645昨（一a91，O．31）
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（4）母平均をμ、母分散をσ2とすると、題意より、9≦1

　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　糾

総人口をτ、総世帯数をN、標本の大きさをnとし、総人口の推定量をTとする

と、

　　　　　　　　　。N－nσ2　　τ
　耳下）！τ，V（T）＝N　　　一，叫！一であるから、Tの変動係数は、
　　　　　　　　　　N＿1　n　　　N

将一隼一将士将去
したが一て・悟去・α・・

　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　N
これを解いて、N＝70，OOOを代入すれば、n≧　　　　　　＝3977＿
　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　O－052（N＿1）十1

　よって、標本の大きさは［亟］以上とすれぱよい。

　　　　　　　〆1n　，　1n　　　1（5）E（天）一側Xij一サ（Xi）一・…用よ1・

・同一昨）一仰・（1））・ぺ・1剖十÷妻・（瓦）〕

　　　　十肯〕十÷叶［割

2．

　O一くOoなる任意のOiをとり、与えられた帰無仮説に対して対立仮説を

A’：θ＝O一とした有意水準0．05の検定を考える。このとき、最強力検定法の棄却域

　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　f（x，θ1）
は、ネイマン・ピアソンの補題により、不等式　　　　≧k（kは正の定数）を満
　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　f（・，θo）

たすxの集合Ckで与えられる。

　　　　　　　　1　〆x、　　　　　　　　　　　　　　　　／
　　　　　　　一exp■一
組・一寺、筆、・・一科（÷廿・一・…

　　　　　　　可exp／■可）　　　　　　／

、，．血’

　　　　　1

べ引
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よって、Ckは　｛x；O≦x≦k’｝の形の区間で与えられる。

さらに・補水靴05とするためには・ん止f（馬θ・）一α05とすればよへ

　　　　　　　・‘1r、、r　r、、1k’　〆k・、
瓜f（叫けx・／寸x昌1■ex・／■司。；1－ex・／一可グO・05

　∴　　k’＝一θo1og（O－95）

　よって、Ckはθ一には依存せず、すべてのθくθoに対して、Ckは同一である。

　従って、求める棄却域Cは、C＝｛x；O≦x≦一θo　log（O．95）｝　である。

3．

　θとTの結合確率密度関数をf帥（x，t；O）、OとTの確率密度関数をそれぞれ、

f6（x；θ），fT（t；θ）とし、T＝tが与えられたときのOの条件付確率密度関数を㌔IT（虹）

　　　　　　　　　　oo　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　f・　（x，t；O）

とすると・・1（・・1）寸。・1ユ（尽・舳・・卵（剛一着（。，θ）で弧ところで・

Tの十分性により、f色IT（x，t）はθに関係しない。

　（1）

　　　・‡　　　　・　　　。。　　　　　　　　　　1　　。。
　　　θ（・一E（O1吋。。・f11・（舳一・、（。，θ）∫。。・f1仰舳であるから・

　　　　・（吋／。、（1，θ）｛舳／・・（・・1）吋にψ舳／・・

　　　　　　一∫二・に・1。（州中・一∫二・・1（・舳一・

（’．’θはOの不偏推定量）

よって、θ‡はθの不偏推定量である。

（2）

・（（1－1‡）（1㌧1））一∫二に（・一1‡（・））（1‡（・）一1）・1・（孔・舳／・・

　　　　　　　　｛に（・一1‡（・））・1。（…）・・／（ポ（・）一・）・・（・舳

ここで、
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工。。（・一6‡（・））・1I。（剛…∫。。・・卵（州・一6｝（・）∫。。・卵（州・

J（61T）一ポ（t）・1目ポ（t）一6‡（t）一0

であるから・・（（甘）（6㌧・））一・

（3）

・（6）一・（（δ一θ）2）一・（1（6－6‡）・（6㌧・）／2）

　　一・（（甘）2）…（（甘）（6㌧6））・・（（δ‡一1）2）

　　一・（（6－6‡）2）…（（6－6ヰ）（6‡一θ））・・（6中）

ここで・・（（6－6ヰ）2）・・と（・）の結果より・・（6）・・（6‡）

4．

（1）1・廿・x（・一・）k・・とする淵積分によ1・

㌃一ズ・x（・一・）k・・一方／ド（・一・）k1；一∫・x・（・一・）k一’（一・）・・／

　　　　　　　　　　　　　　　　　　　k　　　　　　　　　　　　　　　　　k　　　・古（一・k小（・一・）k■’・・Hl・（、11）1ズ・x（・一・）k一’・・一モ、
十Ik．1

　　　　　　　　k　　　k＿1　　　　　2　　1　　　　　　　　a　　　a　　　　　　a　　a
これより・ト百一（。．。）1■Ti＋I・と鰍

　　　　　　aここで・I・一 轣Exa・一・a－1であるから・

　　1・　　　　。k　．k’1　　．2．1
I・一 ﾘx（・一・）kd・一丁（。．1）1一丁一・・a－1

　　　　　　　　　a2　　ak　1割よって・♂一・…す・…・百・訂・x（・一・）k・・

（2）（1）の結果を用いて、

妄・（j；！）一一λ（・・1・芸・・・・・…剖一叶廿（！一・）k・・／

　　　　　　　　1λ　　　　　一・一〃・一（λIx〕（人一・）kd・
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　　　　　　　　　　　　k　　　　　　　　　　　u　　k

・一・仏一批柵 C・（j；1）一・一方広哨（一仏

　　　　　　　　　　　　／2（k＋1）、
ここで・k」「仏十吋 ^・」より・・

k　　　　　　　　　　　　・　坐型．1

呂舳；1ず・・中哨2㎞と鮒

自由度2（k＋1）のX2分布の確率密度関数は、

　　　　　　　　　　　　　　　㍗k＋1〕
　　　　　　　　　　　　x　　　　　　　1

㎞（均＝
E・

i率プ（青）2

　　　　　　　k　　　　　　　　　　　　　　孤であるから・Σ・（j；入）一・一∬河…〕（・）d・一ムf伽・〕（・）d・である。

　　　　　　　j’O

　　　　o　　　　　　　　　　　k
　　　　　　　　　　　　　　　　　　oo　　　　　　　　　　　　2λ
また・ AΣ戸（j；入）十暮・（j；λ）昌1一瓜f州（x）d・一∬榊〕（・）d・と鰍

（3）母集団からの大きさnの標本を侭1，X2，……X。）とすれば、

T＝X1＋X2＋…十X。は平均n　mのポアソン分布に従う。

　　　　　　　　　　　　　1一α
　信頼係数αに対して、ε＝一一とし、それぞれ、
　　　　　　　　　　　　　　2

　　k’　　　　　。。　　　　　〆　　　　　mj、
呂・（j；nm）≦ε・j≧・（j；nm）≦ε／・O；m）；ゼmT／

　を満たす最大のk1＝kl（m）と最小のk2昌k2（m）を求めれば、

　　P（k1（m）くTくk2（m））≧1＿2ε昌α

　Tの実現値をtとするとき、k1（m），k2（m）の定義と（2）の結果より、

　　k1（m）くtく喝（m）

　　　　　t　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　o口
　　　　　　　　　　　　oo　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　2nm

⇔εく ｪp（j；n吋一f㈹（x）dいく暮・（j；へ㌦（x）dx

である。

自由度2（t＋1）のX2分布の上側ε点をX三昌X芸、、1〕（ε）とすれば、
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広ら（…）（・）・・一1であるから・・（・）く・一・m・・；舳釜

同様に、自由度2tのX2分布の上側q一ε）点をX二2！X三t（1＿ε）とすれば、

　。里
κ一…（・）・・一εであるから…（剛・・一・・…1・一・・芸

よって、・、（。）く。く。、紅）⇔左、。、左

　　　　　　　　　　　2n　　　2n

　　　　　　　　　　　「x三、（1一と竺）x三、、、1、（と王）、

以上より求める信頼区間は
^・・’・・
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