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数学1．．．1

数　学　1　（問題）

1・次の谷間の1に入る答のみを・所定の解答用紙に記入せポ

111 確率変数Xは次の確率密度関数を持つ。

（50点〕

　　川「ドθ川一パ〕：二：ll

このときい正の舳〕・「一・・1・〕一［重］である・

121 　確率変数X，Yが独立で、共に正規分布N10．o21にしたがうとき、
・一・／・の確率密度舳はハ・〕一「である・

131　ある製品を作る機械が3台あって、それをA．B，Cとする．A，B．Cはそれぞれ全体の
　　20％．30％．50％を生産する．またA1B，Cの各機械から生産される製品のうち5％．一％1
　　2％の割合で不良品の生ずることが経験的に知られている．いま、製品全体の中から1個を取
　　り出したら不良晶であった。
その不良晶が・の機械から生産されたものである確率は［］である・

14〕　確率変数X－1．X。．

　　Y士min工Xl　X，

151 A，B．

X，が独立で、共に区間工O，1］上の一様分布にしたがうとき、
・・〕の確率密度関数は川ト［］1・…　1）である．

Cの3者が次のルールで優勝を競う．3者の実力が同じであるとするとき，
・が優勝する確率は■である・
（ルール〕①初回にはAとBが対戦し、Cは対戦が無い．
　　　　②2回目以降は直前回の対戦の勝者と直前に対戦の無かった者とが対戦し、直前回
　　　　　の対戦の勝者が勝った場合にはその者が優勝する．
　　　　③優脇が決まるまで②の対戦を繰り返す，

161　確率変数Xが正規分布NlO．o＝iにしたがうとき、

17〕

181

・ll・1〕一］である・

　確率変数X．Yがそれぞれ有界な分散VlX〕〉O．VlYl〉0を持っとき、
　　！｛t，　s〕二E　’｛Y－tX－siり　　　（一〇〇〈t　　s〈oo）
の最小値を・1・1と相関係数・1…　；を㎜いて表わすと「となる・

円局上に無作為に3点A． B、 Cをとるとき、
△…　が鋭角三角形になる確率は「■である・

19〕　2個の不良品を含む1ダースの小型モーターがある．この1ダースのモーターがIつの木箱
　　に詰められた場合は、その中からランダムに2個を抽出して検査し、半ダースすっ2つの木箱
　　に詰められた場合は、それぞれの箱から1つずつランダムに2個を抽出して検査するものとす
　　る。次の3つのケースのうち、最も不良品の発見される可能性が低いケースにおける不良品の
発見される確率は「］である・
ケースI．
ケース2．

ケース3、

1ダースがIつの木箱に詰められる場合
1ダースが2つの木箱に詰められる場合で、それぞれの繍に1個ずつの不良品が入
っていたとき

三ダースが2つの木箱に詰められる蜴含で、一方の箱に2個の不良品が入っていた
とき
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数学1．　　2

11ω　任意の3つの実数を四捨五入して整数にした上で和をとるのと、和をとってから四捨五入し
て鰍にする場合で舳が異なる鯛は［二1である・

2。　平面に立方体が置いてある．ここで、平面に接している面を『底面」、平爾に垂直な而をr捌i1

　　面」と呼ぶことにする・いま・この立方体を任意の方陶に倒す（現在の側面の1つが底面となる
　　ように動かす〕操作をn回〔n≧1〕行なったときに，最初の底面と同じ面が底面となっている
　　確率を求めよ．　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　｛25点〕

3・　確率変数X一・X，・　・…　　X・が次の条件i〕．ii〕を満たしているとき、次の11〕．121に
　　答えよ．

　　リXlは平均μ、分散a＝μ一の正規分布にしたがう。　｛a〉0、μ〉O〕
　　iリX　l＝πI，X2宮”3．　…　　．X一＝エーのときのX一。Iの条件付確率分布は平均エ，、

　　　　分散a一エ！の正規分布である。　け≡1．2、・一、n－i）

　　｛リX。の平均を求めよ．

　　121X。の分敬を求めよ．　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　（25点〕
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　　　　　　　　　数学1（解答例）
1　　　　c　oo

川1＝K戟Bト〃一・舳・舳
一・・
^［1一一・・〕舳イ／。㌃…舳・舳1

（㌢胤勺。乙・密舳・舳一・ん・・

．‘AK＝4／κ

・・一・P。二洲・・舳㍗
　　　・・十舳〃・刈。・／。舳・舳／

　　　一…一国

｛2〕 P二：さ／9と変数変換すると、ヤコビアン、二∂κ／∂・∂”∂・、v

　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　∂リ／∂u∂ψノ∂V
　　だから、X，Yの密度関数をg　l　t〕とおくとき、U，Vの同時密度関数は

　　　　91uV〕91V〕lJl
　　である。

　　従って、Uの密度関数は次のとおり計算される。

川廿1元σ・〕二洲・・舳州一1…冊1・1・・

　　　一・・1元・ll。θ州一1・…）1・・σ）仙…

一1・1死・・い［一・・1・・市一川一1・州・・σ冊1こ

：1／｛π11＋u21｝

13〕事象A，B，Cは製品がそれぞれの機械から生産されたことを表わすものとし、

　　事象Eは製品が不良晶であることを示すものとする。題意より、

　　P（A）＝0．2，P（B）＝0，3，P（C）＝0．一5，

　　P（E　l　A）＝0．05，P（E　l　B）：0．04，P（E1C）＝0．02
　　ヘイズの定理を用いて

　　P（Al　E）＝P（A∩E）／｛P（A）P（ElA）十P（B）P（ElB）
　　　　　　　　　十P（C）P（El　C）｝
　　　　　　　　一・・・・・…／・・…一匹
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川　　P（Y≦y）＝1－P（Y＞y）

　　　　　　　　＝1－p（XI＞y）P（X2＞y）P（Xヨ＞y）
　　　　　　　　＝1－l1－PlXi≦y）〔1－P｛X2≦y｝〕1－P｛X，≦y川
　　　　　　　　＝1一（1－y）ヨ
　　従って、Yの密度関数はP（Y≦y）をyで1回微分して
　　．デ｛y〕＝3（1一；y）2

15）

16〕

　Awで1回の対戦でAが勝つことを示す。
Aが初回の対戦で勝っ場合にAが優勝する事象は次の排反事象の和である。

AwAw，AwBwCwAwAw，AwBwCwAwBwCwAwAw，　・・
この確率は

　（1／2）2｛1斗（1／8）十（1／8）2＋…　　｝＝2／7
Aが初回の対戦で負ける場合にAが優勝する事象は次の排反事象の和である。

BwCwAwAw，BwCwAwBwCwAwAw，
BwCwAwBwCwAwBwCwAwAw，…
この確率は

　（1／2）4｛1＋（1／8）十（1／8）2＋…　　｝＝！／14
従って、Aが優勝する確率は2／7＋1／14＝巨Z！二刈

　N（0，σ2〕の密度関数をナ（エ），分布関数をF（∬）とおく。

P（lX」≦κ）＝P（一κ≦X≦∬）＝F（”）一F（一∬）
従って、l　X　lの密度関数はP（i　X　l≦エ）を”で1回微分して

　　ヂ（κ）十チ（一κ）＝2！（κ）　　　（”≧O）

ナ（エ）＝1／（心肝。）e∬ρ｛一（”／σ）2／2｝だから

チ’（∬）＝一κ／02・！（工）

・・（1・1） ¥・σ・・川r・灰・σ

｛7〕　チ‘t．s，＝E（Y2）十t2E（X2）．十s2－2tE（XY）

　　　　　　　　十2stE（X）一2sE（Y）
　．’．∂ヂ／∂t＝2tE（X2）一2E（XY）十一2sE（X）

　　∂！／∂s＝2s＋2tE（X）一2E（Y）
　　∂！／∂t＝0より　tE（X2）一E（XY）十sE（X）＝0…　①
　　∂ナ／∂s羅0よりs＝一tE（X）十E（Y）・・・・・・…　②
　②を①へ代入して解くと　t＝c　o　v（X，Y）／V（X）・・・…　③
　③を②へ代入して解くと

　　s＝E（Y）一E（X）cov（X，Y）／V（X）・・・・・…　④
　列t．S　lは下に凸であるから、t．Sが③，④のとき最小となる。
　③．④を刊t．Slに代入して展開して整理すると、最小値は次のとおり計算さ
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　れる。

　．デlt，sl＝E（Y2）一E（Y）2
　　　　　　　＋｛cov（X，Y）／V（X）｝2［E（X2）一｛E（X）｝2］
　　　　　　　一2cov（X，Y）／V（X）　｛E（XY）一E（X）E（Y）｝
　　　　　　＝V（Y）一｛cov（X．Y）｝2／V（X）
　　　　　　＝V（Y）　［1一｛R（X，Y）｝2］

18〕円周上で点Aを固定し、A0を通る直径で分けられる一方の半円周上に点Bは

　あり、点Cは円周上の任意の位置にあるとして考えても一般性を失わない。

　そこで、∠AOB1”，∠AOC1μとすると　0＜κ＜π，0＜μ＜2π
　がκ，〃のとりうる範囲Ωである。

　さて、A　Oを通る直径が円周と交わる点をA’，B　Oを通る直径が円周と交わる点

　をB’とすると、△A　B　Cが鋭角三角形になるκ，yのとりうる範囲Dは、

　弧A’B’上に点Cがあるときだから、　O＜κ＜π．π＜ツ＜π十エ　である。
　求める確率は（領域Dの面積）÷（領域Ωの面積）＝1π2／2〕÷2π2＝［Zヨ

A’

191ケース1の場合、不良品の発見されないのは1．C。通りの組み合わせのうち

　　mC。通りだから、その確率は　（10x9）÷（12x11）＝15／22
　．’．不良品の発見される確率は　1－15／22二7／22＝O．318…

　ケース2の場合、不良品の発見されないのは、両方の6個入りの木箱から5個

　の正常晶の1つが選ばれるときだから、その確率は　（5／6）2
．’D不良品の発見される確率は1－25／36＝11／36＝0，305…

　ケース3の場合、不良品の発見されないのは、不良品の入った6個入りの木箱

　から4個の正常晶の1つが選ばれるときだから、その確率は　4／6
．’D不良品の発見される確率は1－4／6＝1／3＝O．333…

従って、不良品の発見される確率が最も低いのはケース2の場合で、

その確率は［面ある一

1川任意の実数をa，b，cで表わし、それぞれを四捨五入した結果をA，B・C
　で表わすとき、a－A，b－B．c－Cは区間［一0．5．O．5］の一様分布
　を示し、a－A＋b－B＋c－Cはa＋b＋cとA斗B＋Cの差を示す。従って、
　求める確率は、区間［一〇．5．0．5］上の独立な一様分布X，Y．Zにっい
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ての確率P（l　X＋Y＋Z　l≧0．5）で与えられる。

ところで、x，y，z∈［一〇．5，O．5］のとき、x＋y＋z≧0．
　　　　　⇔x≧0．5一（y＋z）かっ（y一トz）≧0

言力㍍・・…）∬5／。1∴・・・…一…

同様に

P（X＋Y＋Z≦一〇．5）＝1／6
・P（lX・Y＋Z1≧0．5）＝［コ

2　底面と平行な面を上面と名付ける。また、n回の操作を行なった後、最初の底面

が平面に接している確率をp皿とし、最初の上面が平面に接している確率をr皿とす
　る。

　このとき・底面と上面は対となった動き（天地の関係）をするから

　　　P。羅r。　（k≧1）…　①
また、k＋1回目の操作で最初の底面が底面に戻ってくるのは、k回復最初の底面

が側面になっていて、k＋1回目で4つの側面のうち最初の底面が底面となる場合
であるから、

　　　P…＝（1－P。一rヒ）・（1／4）　　（k≧1）…　②
①，②より

　　　P。十、＝（1－2P。）／4…　③
③式のp叶、とp。をβとおくと　β＝（1－2β）／4　．’自β・・且／6

そこで、③式はβを用いて次のように変形できる。

　　　Pk一ト1一β：（一1／2）　（Pk一β）

　．’．　pk＋1－1／6＝（一1／2）　（pk－1／6）

　　　　　　　　　＝（一1／2）2（p卜1－1／6）

　　　　　　　　　＝（一1／2）k（P1－1／6）
　ここで、p。＝0は明らかであるから、

　　　P皿＝1／6－1／6（一1／2）□一1　（n≧2）…　④
なお、④式でn＝1とすると、p・＝0となり、④式はn≧1で成立する解である。

3，

111X。の確率密度関数を＾1刑とおく。また、X。＝∬、，…　　，X。＝肌のと
　きのX。。、の条件付密度関数をデ1山。、1”、，…　　，山1とおく。

　このとき、　（X　l，…　　，X血）の同時密度関数をチぼ・，…　　，”、1とすると

　　チ｛κ1、　…　　，”皿）ニテ｛κ皿1κ1．　…　　，κ皿＿1〕X

　　　　　　　　　　　　　プ｛κ皿＿llκ1．　…　　，”掘＿2）X…　　X

　　　　　　　　　　　　　！｛”21工1iX．デ1｛”1〕
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　　　　　　r＋oo　　r＋oo
・・（・・） ｵ・・レ州・　”皿山・’’．d肌

　　　　　一／二・篶〃l／……川小

ヂぽ皿．11κ、，…　，κ、一。〕X…　X刊篶1川X
ナ1｛㏄1工d∬皿＿1…　　d〃1

一1二・ルー1〃r11一・・∵・一ル十

ナは皿、。1∬、，…　，工皿一ヨlX…　X刊篶1∬・〕X

チ1｛〃1〕dκ皿＿2…　　dκ1

・…一
P1｝・∫・1州・・μ

121題意とE（X，2）＝V（X。）十｛E（X。）12であるから
　　　　十〇〇
　　　∫
　　　　　κ、・刊肌1κ。，…　，工H〕d肌＝（a2＋1）肌一・2

　　　　－CO

・・（・・1・
P二・・／l｝舳・・・…舳・・…一皿

　　　　　　一／二・心・舳……川小

ハκ皿．。1κ、，…　，κ皿一。lx…　xプ1山は・〕x

プ1｛κ1〕dκ、り…　　dκ1

・1二・・l1三・舳r・Wr・1一…・・■・皿ル

X∫ぽ而．。1κ1，…　，”皿一ヨlX…　Xプぼ・1川X
チ11κ1〕d∬皿＿2…　　d北1

一… �E1い一・一rW一価・W

．’DV（X皿）＝（a2＋1）皿μ2一μ2
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