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格理論の構築、リスク管理の指標 (CVaR)などでますますます重要性が高まっているが、一方で　確率論の初

学者たちにとって難関の一つである。よってかなり詳しい説明を第 6章で行いそれに関する演習問題もたくさ

ん作っておいた。また、条件付期待値は普通の確率・期待値計算においても用いると簡単化されることもよく

あり、是非マスターし活用してもらいたい。以上を踏まえ、練習問題を各章の最後に列挙した。(∗)や (∗∗)を
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付け加えた。各分布に従う確率変数の生成方法も第 6章に書いた。また、死力は生保数理の範囲であるが、条
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第 1章

回帰分析要綱

1.1 データの統計量

２種類のデータの観測値 (xi, yi) (i = 1, 2, . . . , n)が与えられたとする

x̄ =
1
n

n∑

i=1

xi (データの平均)

(sx)2 =
1
n

n∑

i=1

(xi − x̄)2 =
1
n

n∑

i=1

x2
i − (x̄)2 = x̄2 − (x̄)2 (データの分散)

sxy =
1
n

n∑

i=1

(xi − x̄)(yi − ȳ) =
1
n

n∑

i=1

xiyi − x̄ȳ = xy − x̄ȳ (データの共分散)

rxy =
sxy

sxsy
(データの相関係数)

などがデータの性質や関係を表す基本的な量である。

・−1 ≤ rxy ≤ 1

・ rxy = 1 Àある定数 a (a > 0)が存在し、yi = axi + b (完全な正の相関)

・ rxy + 1の時、正の相関が強いという

・ a > 0, c > 0として、rax+b,cy+d = rxy (相関係数は　単位のとりかたによらない）

1.2 最小２乗法 (単回帰)

Q =
∑n

i=1(yi − (α + βxi))2を最小にするα = α̂, β = β̂ を求める

0 =
∂Q

∂α
= (−2)

n∑

i=1

(yi − (α̂ + β̂xi)) = (−2)(
n∑

i=1

yi − nα̂− β̂

n∑

i=1

xi)

0 =
∂Q

∂β
= (−2)

n∑

i=1

xi(yi − (α̂ + β̂xi)) = (−2)(
n∑

i=1

xiyi − α̂

n∑

i=1

xi − β̂

n∑

i=1

xi
2)

∴ 次の正規方程式をα̂, β̂は満たす
(

1 x

x x2

) (
α̂

β̂

)
=

(
ȳ
xy

)
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すると、

(
α̂

β̂

)
=

(
1 x̄
x̄ x̄2

)−1 (
ȳ
xy

)
=

1
x2 − (x̄)2

(
x2 −x̄
−x̄ 1

)(
ȳ
xy

)

=
1

(sx)2

(
((sx)2 + (x̄)2)ȳ − x̄(sxy + x̄ȳ)

sxy

)

=
(

ȳ − rxy
sy

sx
x̄

rxy
sy

sx

)

また、ȳ = α̂ + β̂x̄である

y = α̂ + β̂xを y を被説明変数 (xを説明変数)とする回帰直線という. (y を xで回帰するともいう。)

y = (ȳ − β̂x̄) + β̂x À y − ȳ = β̂(x− x̄)

À y − ȳ

sy
= rxy

x− x̄

sx
つまり、y の標準化 = 相関係数× xの標準化

ŷi = α̂ + β̂xi(yiの内挿値)

ei = yi − ŷiを残差という

すると、
n∑

i=1

ei = 0,

n∑

i=1

xiei = 0が成立

全変動 =
n∑

i=1

(yi − ȳ)2 =
n∑

i=1

(ei + ŷi − ȳ)2

=
n∑

i=1

e2
i + 2

n∑

i=1

ei(ŷi − ȳ) +
n∑

i=1

(ŷi − ȳ)2

=
n∑

i=1

(ŷi − ȳ)2 +
n∑

i=1

e2
i

= 回帰変動+残差変動

決定係数 R2 = 1− 残差変動
全変動

=
回帰変動
全変動

と定義すると、0 ≤ R2 ≤ 1

この R2 が 1に近いほど、回帰直線がデータに良く当てはまっているとする

n∑

i=1

(yi − ȳ)2 = n(sy)2

回帰変動 =
n∑

i=1

(ŷi − ȳ)2 =
n∑

i=1

(α̂ + β̂xi − (α̂ + β̂x̄))2 = β̂2
n∑

i=1

(xi − x̄)2 =
(rxy)2(sy)2

(sx)2
× n(sx)2

より、R2 = (rxy)2
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1.3 重回帰

データ (x1i, x2i, yi) (i = 1, 2, . . . , n)が与えられた時

y = α + β1x1 + β2x2

Q =
n∑

i=1

(yi − (α + β1x1i + β2x2i))2 を最小にするα̂, β̂1, β̂2は

0 =
∂Q

∂α
=

∂Q

∂β1
=

∂Q

∂β2
より

正規方程式




1 x1 x2

x1 x2
1 x1x2

x2 x1x2 x2
2







α̂

β̂1

β̂2


 =




y
x1y
x2y


を解いたもの

*1

これは、




1 1 . . . 1
x11 x12 . . . x1n

x21 x22 . . . x2n







1 x11 x21

1 x12 x22

...
...

...
1 x1n x2n







α̂

β̂1

β̂2


 =




1 1 . . . 1
x11 x12 . . . x1n

x21 x22 . . . x2n







y1

y2

...
yn




と書けることに注意する

回帰式 y = α̂ + β̂1x1 + β̂2x2 は、(x̄1, x̄2, ȳ)を通る

また残差は、
n∑

i=1

ei = 0,

n∑

i=1

x1iei = 0,

n∑

i=1

x2iei = 0が成立

■ダミー変数 月次で得られるデータ (xi, yi)から、回帰式 y = α + βxを考えるが、定数項ダミー dを取り

入れる

ここでは、di =
{

1 · · · i = 上半期
0 · · · i = 下半期

とし、データ (xi, di, yi)から、回帰式 y = α̂ + β̂1d + β̂2xを考えると、

上半期なら回帰式 y = α̂ + β̂1 + β̂2x、下半期なら回帰式 y = α̂ + β̂2xと、定数項のみを変えた各半期での回帰

式を求めることができる

これを、係数ダミーとし

回帰式 y = α + β1x + β2(dx) を考えることもできる。これは、データ (xi, dixi, yi) から得られる回帰式で

ある。

1.4 非線形回帰

変数を非線形関数で変換すると良い線形回帰が得られる場合がある

*1 これを解くには 3×3行列程度なら意外とクラーメルの公式で解くのが実践的である．
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・対数線形モデル y = αxβ の両辺の対数をとると、

log y = log α + β log x 新しい変数として、y′ = log y, x′ = log xをとるとよい

・指数関数モデル y = αeβx は、log y = log α + βxとするとよい。

変数 y のみを、y′ = log y に変える

・ロジスティック関数モデル y = eα+βx

1+eα+βx これは、
dy
dx = βy(1− y) (0 < y < 1)の解

これは、y′ = log y
1−y ととると、線形回帰モデルになる

・２項回帰モデル 発生確率 y(0 ≤ y ≤ 1)が説明変数に依存して決まる回帰モデル。

これを、ある確率分布の分布関数 F を用いて、y = F (α + βx)と表すと、

y′ = F−1(y)とおくと、y′ = α + βxと線形回帰モデルとなる。

F (x) = Φ(x) = P (N(0, 1) ≤ x)のとき、プロビットモデルという。

F (x) = ex

1+ex (ロジスティック分布)のとき、ロジットモデルという。

1.5 確率分布の前提を用いた回帰モデルの分析

1.5.1 推定量の分布

Yi = α + βxi + εi を考えて、説明変数 xi は、確率変数でない与えられた値とする

誤差の仮定　 εi ∼ N(0, σ2) かつ ε1, ε2, . . . は独立

すると、Yi ∼ N(α + βxi, σ
2)で、Y1, Y2, . . . Yi, . . . は独立である

最小二乗推定量 α̂, β̂ を確率変数として考える

β̂ =
∑n

i=1(xi − x̄)(Yi − Ŷ )∑n
i=1(xi − x̄)2

=
∑n

i=1(xi − x̄)(α + βxi + εi)∑n
i=1(xi − x̄)2

− Ȳ

∑n
i=1 xi − x̄∑n

i=1(xi − x̄)2

= β

∑n
i=1(xi − x̄)xi∑n
i=1(xi − x̄)2

+
∑n

i=1(xi − x̄)εi∑n
i=1(xi − x̄)2

= β +
n∑

i=1

ciεi

(∵ ci =
xi − x̄∑n

i=1(xi − x̄)2
とおくと、

n∑

i=1

cixi =
∑n

i=1 xi(xi − x̄)∑n
i=1(xi − x̄)2

=
∑n

i=1(xi − x̄)(xi − x̄)∑n
i=1(xi − x̄)2

= 1)

すると、

E(β̂) = β +
n∑

i=1

ciE(εi) = β (β̂はβの不偏推定量)

V (β̂) = V (β+
n∑

i=1

ciεi) = V (
n∑

i=1

ciεi) =
n∑

i=1

c2
i V (εi) = σ2

n∑

i=1

c2
i = σ2

∑n
i=1(xi − x̄)2

(
∑n

i=1(xi − x̄)2)2
=

σ2

∑n
i=1(xi − x̄)2

∴ β̂ ∼ N

(
β,

σ2

n(sx)2

)
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α̂ = ȳ − β̂x̄ =
1
n

n∑

i=1

(α + βxi + εi)− (β +
n∑

i=1

ciεi)x̄

= α + βx̄ +
1
n

n∑

i=1

εi − βx̄−
n∑

i=1

ciεix̄ = α +
n∑

i=1

(
1
n
− cix̄)εi

すると、

E(α̂) = α +
n∑

i=1

(
1
n
− cix̄)E(εi) = α (α̂はαの不偏推定量)

V (α̂) =
n∑

i=1

(
1
n
− cix̄)2σ2 = σ2(

n∑

i=1

(
1
n
− 2

n
cix̄ + c2

i x̄
2)

= σ2(
1
n

+ 0 +
x̄2

∑n
i=1(xi − x̄)2

) = σ2(
1
n

+
x̄2

∑n
i=1(xi − x̄)2

)(= σ2 x̄2

ns2
x

とも書けることに注意)

∴ α̂ ∼ N

(
α, σ2(

1
n

+
(x̄)2

n(sx)2
)
)

Cov(α̂, β̂) = Cov(α +
n∑

i=1

(
1
n
− cix̄)εi, β +

n∑

j=1

cjεj)

= Cov(
n∑

i=1

(
1
n
− cix̄)εi,

n∑

j=1

cjεj)

=
n∑

i=1

n∑

j=1

(
1
n
− cix̄)cjCov(εi, εj)

=
n∑

i=1

(
1
n
− cix̄)ciσ

2 (∵ i 6= j のとき Cov(εi, εj) = 0, i = j のとき Cov(εi, εi) = V (εi) = σ2)

= −σ2x̄

n∑

i=1

c2
i = − σ2x̄∑n

i=1(xi − x̄)2
= − σ2x̄

n(sx)2

まとめると

(α̂, β̂) ∼ N

((
α
β

)
, σ2

(
1
n + x̄2

n(sx)2 − x̄
n(sx)2

− x̄
n(sx)2

1
n(sx)2

))
= N

((
α
β

)
,

σ2

n

(
1 x̄
x̄ x̄2

)−1
)
とすると記憶しやすい。

（２次元正規分布)

■誤差項の分散 誤差項の分散 σ2 の推定量 σ̂2 としては、ei = yi − (α̂ + β̂xi)とし、

σ̂2 =
1

n− 2
(

n∑

i=1

e2
i )が用いられる

すると ei に関する制約条件は
∑n

i=1 ei =
∑n

i=1 ciei = 0の２本あり、自由度が 2つ減ると考え、

n− 2
σ2

σ̂2 ∼ χ2
n−2

となる
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1.5.2 α,β の区間推定と検定

■区間推定、検定 自由度 nの t分布は、tn =
Z√
χ2

n

n

、ここで、Z ∼ N(0, 1), χ2
n は自由度 nのカイ 2乗分布、

に注意して、

■αの信頼区間 使う統計量は、α̂の標準化 α̂−α√
V (α̂)

を考え、V (α̂) = σ2( 1
n + x̂2

n(sx)2 ) において、　 σ2 の代わ

りに σ̂2 に置き換えて、

T =
α̂− α√

σ̂2( 1
n + x̄2

n(sx)2 )
=

α̂− α√
σ̂2 V (α̂)

σ2

=

α̂−α√
V (α̂)√

(n−2) σ̂2

σ2

n−2

∼ tn−2

より、

P (|tn−2| ≤ tn−2(ε/2)) = 1− ε として

よって、信頼度 1− εでの αの信頼区間

α̂− tn−2(ε/2)

√
σ̂2(

1
n

+
x̄2

n(sx)2
) ≤ α ≤ α̂ + tn−2(ε/2)

√
σ̂2(

1
n

+
x̄2

n(sx)2
)

■β の信頼区間 使う統計量は、β̂ の標準化 β̂−β√
V (β̂)

を考え、V (β̂) = σ2

n(sx)2 ) において、　 σ2 の代わりに σ̂2

に置き換えて、

T =
β̂ − β√

σ̂2

n(sx)2

=
β̂ − β√
σ̂2 V (β̂)

σ2

=

β̂−β√
V (β̂)√

(n−2) σ̂2

σ2

n−2

∼ tn−2

よって、信頼度 1− εでの β の信頼区間

β̂ − tn−2(ε/2)

√
σ̂2

n(sx)2
≤ β ≤ β̂ + tn−2(ε/2)

√
σ̂2

n(sx)2

また、実際の計算では、

σ̂2 =
1

n− 2

n∑

i=1

e2
i =

1
n− 2

(残差変動) =
1

n− 2
(全変動−回帰変動) =

1
n− 2

(1−決定係数 R2)(全変動)

=
1

n− 2
(1− (rxy)2)(n(sy)2) で計算すると良い。　

■検定 次の手順で有意水準 εの両側検定を行うことができる。

帰無仮説 H0 : β = β0

対立仮説 H1 : β 6= β0

H0 : β = β0のもとで、T =
β̂ − β0√

σ̂2

n(sx)2

∼ tn−2
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P (|tn−2| > tn−2(ε/2)) = εとなる tn−2 の両側 ε点 (上側 ε/2点)tn−2(ε/2)を求め、

|t| > tn−2(ε/2)なら H0を棄却

|t| ≤ tn−2(ε/2)なら H0を採択

片側検定も同様

1.5.3 点予測、区間予測

■点予測, 区間予測 説明変数 xn+1 が与えられたときの、Yn+1 の予測量 Ŷn+1 は、α̂, β̂ を用いて、Ŷn+1 =

α̂ + β̂xn+1 となり、これは正規分布に従う。

予測誤差 Yn+1 − Ŷn+1 = εn+1 − (β̂ − β)xn+1 − (α̂− α)

すると、E(Yn+1 − Ŷn+1) = E(εn+1)− xn+1E(β̂ − β)− E(α̂− α) = 0

V (Yn+1 − Ŷn+1) = V (εn+1 − (β̂ − β)xn+1 − (α̂− α))

= V (εn+1) + V (xn+1(β̂ − β) + (α̂− α)) (∵ ε1, . . . , εnはεn+1と独立)

= σ2 + x2
n+1V (β̂ − β) + 2xn+1Cov(β̂ − β, α̂− α) + V (α̂− α)

= σ2 + x2
n+1

σ2

n(sx)2
+ 2xn+1

−x̄σ2

n(sx)2
+ σ2

(
1
n

+
x̄2

n(sx)2

)

= σ2

(
1 +

1
n

+
(xn+1 − x̄)2

n(sx)2

)

つまり、予測誤差 Yn+1 − Ŷn+1 ∼ N

(
0, σ2

(
1 +

1
n

+
(xn+1 − x̄)2

n(sx)2

))
(ただし、σ2が既知のとき)

σ2 が未知のときは、

Yn+1−Ŷn+1√
V (Yn+1−Ŷn+1)√

(n−2) σ̂2

σ2

n−2

=
Yn+1 − Ŷn+1√

σ̂2
(
1 + 1

n + (xn+1−x̄)2

n(sx)2

)

つまり、信頼度 1− εの Yn+1 の信頼区間は

Ŷn+1−tn−2(ε/2)

√
σ̂2

(
1 +

1
n

+
(xn+1 − x̄)2

n(sx)2

)
≤ Yn+1 ≤ Ŷn+1+tn−2(ε/2)

√
σ̂2

(
1 +

1
n

+
(xn+1 − x̄)2

n(sx)2

)
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1.6 第 1章の練習問題

■練習問題 1.1 　次の各場合に、x̄, ȳ, (sx)2, (sy)2, sxy を求めよ. また、(3)については rxy も求めよ。

(1) (xi, yi) = (1, i) (2) (xi, yi) = (1, i2)

(3)(∗) (xi, yi) = (i, i2) (4) (xi, yi) = (2i, 3i)

■練習問題 1.2 　電卓を用いて、x̄, ȳ, (sx)2, (sy)2, sxy, rxy を求めよ。また、y を xで回帰したときの回帰直

線、、x を y で回帰したときの回帰直線をそれぞれ求めよ。

(1) (xi, yi) = (i,
√

i) (i = 1, 2, . . . 5)

(2) (xi, yi) = (i2,
√

i) (i = 1, 2, . . . , 6)

■練習問題 1.3 (xi, yi) = (i, i2) (i = 1, 2, . . . , n)のとき、y を xについて線形回帰する

このとき、α̂, β̂,

n∑

i=1

xiei,

n∑

i=1

e2
i ,全変動

n∑

i=1

(yi − y)2,決定係数 R2 をそれぞれ求めよ

■練習問題 1.4 データが 5個 (x1, y1), . . . , (x5, y5)与えられている。

ここで、
∑

x = 3,
∑

y = 5,
∑

xy = 13,
∑

x2 = 10,
∑

y2 = 20であった。

y を xで線形回帰する時、α̂, β̂,
∑

ei,
∑

xiei,
∑

e2
i ,全変動

∑
(yi − ȳi)2,決定係数 R2 をそれぞれ求めよ

■練習問題 1.5 データが 5個 (x11, x21, y1), . . . , (x15, x25, y5)与えられている。

ここで、
∑

x1 = 3,
∑

x2 = 2,
∑

y = 5,
∑

x1x2 = 4,
∑

x1y = 13,∑
x2y = 8,

∑
(x1)2 = 10,

∑
(x2)2 = 15,

∑
y2 = 20であった。

y を x1, x2 で線形回帰する時、α̂, β̂1, β̂2 の満たす方程式を求めよ

■練習問題 1.6 練習問題 1.4で、誤差項 ε1, ε2, . . . ∼ N(0, σ2)でσ2 = 3と既知の場合、α̂, β̂ の分布を α, β

を用いてあらわせ。また、σ̂2 の分布はどうなるか？

■練習問題 1.7 練習問題 1.4で、誤差項 ε1, ε2, . . . ∼ N(0, σ2)でσ2 が未知の場合、α, β を推定する推定量

をそれぞれ求めよ

■練習問題 1.8 以下の手順で、σ̂2 が σ2 の不偏推定量であることを示せ

(1) Cov(εi, α̂− α)を求めよ

(2) Cov(εi, β̂ − β)を求めよ

(3) Cov(α̂− α, β̂ − β)を求めよ

(4) V (ei) = V (εi − (α̂− α)− (β̂ − β)xi)を求めよ

(5) σ̂2 = 1
n−2

∑n
i=1 e2

i が σ2 の不偏推定量であることを示せ

■練習問題 1.9 ある授業での中間試験 xと期末試験の結果 y は (x, y) の順番で、10名が両方とも受験し、

(25, 35), (60, 72), (80, 80), (85, 92), (64, 40), (72, 46), (34, 52), (46, 56), (96, 88), (72, 86) であった。期末試験

の成績 y を中間試験の成績 xで説明する。

(1) x̄, ȳ, sx, sy, sxy, rxy を計算せよ。
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(2)y を xで線形回帰せよ。(被説明変数 y の説明変数 xに関する線形回帰式 y = α + βx を求めよ。)

(3) 全変動 R2, 残差変動、回帰変動　を求めよ。

(4)誤差確率変数 εi ∼ N(0, σ2) とするとき、信頼度 90%での α, β, σ2 の信頼区間をそれぞれ求めよ。

(5)対立仮説 H1: β > 0 に対して　帰無仮説H0: β = 0 を立てる。有意水準 1%でこの検定を行え。

(6) このデータの前半 5人は留学生、後半 5人は日本人学生であった。適当な定数項ダミー dを入れることに

より、回帰式 y = α + β1d + β2x の回帰係数の満たす方程式を求めよ。

(7)このクラスではもう 1名受講者がいたが、都合で期末試験は受けられなかった。中間試験の結果は 50点で

あった。　彼の期末試験予測点数を求めよ。また、信頼度 90% での信頼区間を求めよ。

■練習問題 1.10 σ̂2

σ2 ∼ χ2
n−2

n−2 を用いて、σ2 の信頼度 ε の信頼区間を求めよ。

■練習問題 1.11 n 個のデータより、y を xで　回帰した時の回帰直線は　 y = 1.5x + 4, xを y で回帰した

ときの回帰直線は　 x = y/3 + 1であった。このとき、　 x̄, ȳ, rxy, sy/sx を求めよ。

■練習問題 1.12 4個のデータ　 (xi, yi) = (2, 2), (4, 16), (6, 20), (8, 18) がある。

このとき、　 x̄, s2
x, ȳ, s2

y,データの共分散 sxy,相関係数 rxy,

y を被説明変数とする線形回帰式, 決定係数 R2 を求めよ。また、　 Yi = α + βxi + εi, εi ∼ N(0, 12.5) ,

β̂ − β の分布, β̂ の信頼度 95%の信頼区間を求めよ。ただし、　 P (|N(0, 1)| > 0.025) = 1.96 とする。

■練習問題 1.13 y を xで回帰した回帰直線は　 y = 3x + a, xを y で回帰した回帰直線は　 x = y/4 + bで

あり、(x̄, ȳ) = (1, 2) であった。

a, b, rxy を求めよ。

■練習問題 1.14 10個のデータを用いて y を xで　回帰した時の回帰直線は　 y = 6x + 1, xを y で回帰し

たときの回帰直線は　 x = y/8 + 2であった。また、s2
x=1 である。このとき、データ x を、x′ = 2x + 1 と

変換し、　 y を x′ 　で線形回帰する。回帰直線 y = a + bx′ を求めよ。　 x̄, ȳ, rxy, s2
y を求めよ。決定係

数 R2, 回帰変動
10∑

i=1

(ŷi − ŷ)2, 残差変動
10∑

i=1

(yi − ŷi)2 も求めよ。

■練習問題 1.15 5個のデータ　 (xi, yi) = (−2, 1), (−1, 2), (0, 0), (1,−1), (2,−2) がある。

このとき、　 x̄, s2
x, ȳ, s2

y,データの共分散 sxy,相関係数 rxy,

y を被説明変数とする線形回帰式, 決定係数 R2,　残差変動 を求めよ。また、　 Yi = α + βxi + εi, εi ∼
N(0, σ2) とするとき、β̂ の信頼度 95% の信頼区間を求めよ。ただし、　 P (|t3| > 3.18) = 0.025, P (|t4| >

2.78) = 0.025, P (|t5| > 2.57) = 0.025) とする。また、y を x, x2 で説明する重回帰式、つまり、　
5∑

i=1

(yi − (α + β1xi + β2x
2
i ))

2 を最小にする y = α̂ + β̂1x1 + β̂2x
2 を求めよ。
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第 2章

時系列解析要綱

2.1 時系列に現れる確率過程と用語の定義

Yt :確率過程

時系列解析においては、t = 0,±1,±2, . . . と、負の時間パラメータをとることに注意する。t → −∞とし、
過去にさかのぼるため。

■定義 Yt が定常 (stationary)であるとは、

条件 1 E(Yt) = µ (= 定数)

条件 2 Cov(Yt, Yt−h) = γh とくに、Cov(Yt, Yt) = V (Yt) = γ0 =定数

■定義 γh = Cov(Yt, Yt−h)を時差 hの自己共分散

ρh = γh

γ0
=

(
Cov(Yt,Yt−h)

V (Yt)

)
=を時差 hの自己相関 (コレログラム)

定常過程の典型例

Yt =
∞∑

i=0

aiXt−iここで、Xt, Xt−1, . . .は独立で同分布

このとき、µ = E(Yt) = m

∞∑

i=0

ai (m = E(Xt), σ2 = V (Xt))

γh = Cov(Yt, Yt−h) = Cov(
∞∑

i=0

aiXt−i,

∞∑

j=0

ajXt−h−j)

=
∞∑

i=0

∞∑

j=0

aiajCov(Xt−i, Xt−h−j)

= σ2
∞∑

j=0

ah+jaj

yt を Yt の実現値とするとき、

■定義 2.4 γ̂h =
1
n

n∑

t=h+1

(yt − ȳ)(yt−h − ȳ)を時差 hの標本自己共分散*1

*1 別の定義もあるが、通常標本数 n は大きく 時差 h はそれに比べて小さいので両者の定義に違いはないと考えられるので簡便なほ
うを採用した。
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■定義 2.5 ρ̂h =
γ̂h

γ̂0

(
=

∑n
t=h+1(yt − ȳ)(yt−h − ȳ)∑n

t=1(yt − ȳ)2

)
を時差 hの標本自己相関

2.2 AR(p) (p次の自己回帰モデル、Auto-regressive Model)

Yt が AR(p)に従うとは、

Yt = φ0 + φ1Yt−1 + φ2Yt−2 + · · ·+ φpYt−p + εt

ここで、φ0, . . . , φpは定数で、εt, εt−1, εt−2, . . .は独立で同分布、E(εt) = 0, V (εt) = σ2

■命題 2.1 特性方程式 φ(x) = 1 − (φ1x + φ2x
2 + · · · + φpx

p) = 0の解の絶対値がすべて 1より大きい時、

AR(p)は定常性を持つ。

(注意 これは差分方程式 an+p = φ1an+p−1 + · · ·+ φpan のすべての解が limn→∞ an = 0（安定）を満たす

条件と同じ)

p = 1, つまり、Yt = φ0 + φ1Yt−1 + εt の時は、定常À −1 < φ1 < 1 で、Yt = φ0(1 + φ1 + · · · + φn
1 ) +

φn+1
1 Yt−n−1 + (εt + φ1εt−1 + · · ·+ φn

1 εt−n)となるので、

このとき、Yt =
φ0

1− φ1
+

∞∑

i=0

φi
1εt−iと表せる. これは　 AR(1)のMA(∞)表現である．

*2

さらに、E(Yt) =
φ0

1− φ1
, γh =

∞∑

j=0

φj+h
1 φj

1σ
2 =

σ2φh
1

1− φ2
1

となる

AR(p)において、µ = E(Yt) = φ0 + φ1µ + · · ·+ φpµとなるので、

Yt − µ = φ1(Yt−1 − µ) + · · ·+ φp(Yt−p − µ) + εt

これに、Yt−i − µをかけて期待値をとれば、

γ0 = φ1γ1 + φ2γ2 + · · ·+ φp−1γp−1 + φpγp + σ2

γ1 = φ1γ0 + φ2γ1 + · · ·+ φp−1γp−2 + φpγp−1

γ2 = φ1γ1 + φ2γ0 + · · ·+ φp−1γp−1 + φpγp−2

...
γp−1 = φ1γp−2 + φ2γp−3 + · · ·+ φp−1γ0 + φpγ1

γp = φ1γp−1 + φ2γp−2 + · · ·+ φp−1γ1 + φpγ0

γp+1 = φ1γp + φ2γp−1 + · · ·+ φp−1γ2 + φpγ1

γp+t = φ1γp+t−1 + φ2γp+t−2 + · · ·+ φp−1γt+1 + φpγt (t ≥ 0)

が成立する

*2 さらにラグオペレーター LXt = Xt−1 を用いて、Yt = φ0 +LYt +εt, Yt = (1−φ1L)−1(φ0 +εt) より、Yt =
∞X

i=0

(φ1L)i(φ0 +

εt) =
φ0

1− φ1
+

∞X

i=0

(φ1)iεt−i としても良い。
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逆に、µ, γ0, γ1, . . . , γp の値がわかっている場合は、

φ0 = (1− (φ1 + · · ·+ φp))µ



ρ1

ρ2

...
ρp


 =




1 ρ1 . . . ρp−1

ρ1 1 . . . ρp−2

...
...

. . .
...

ρp−1 ρp−2 . . . 1







φ1

φ2

...
φp




を満たす。これをユールウォーカー方程式という。

■AR(1) µ = φ0 + φ1µより、µ = φ0
1−φ1

γ0 = φ1γ1 + σ2, γ1 = φ1γ0より

γ0 =
σ2

1− φ2
1

, γ1 =
φ1σ

2

1− φ2
1

また、γh =
σ2φh

1

1− φ2
1

, 自己相関ρh = φh
1

■AR(2) Yt = φ0 + φ1Yt−1 + φ2Yt−2 + εt

特性方程式 φ(x) = 1− φ1x− φ2x
2 = 0のすべての解が絶対値１より大きい条件を求めると、

（イ）実解を持つ場合、D = φ2
1 + 4φ2 ≥ 0

このときは、φ(−1) = 1 + φ1 − φ2 > 0, φ(1) = 1− φ1 − φ2 > 0

（ロ）２虚解の場合、D = φ2
1 + 4φ2 < 0

|α|2 = |ᾱ|2 =
(

φ1

2φ2

)2

+

(√
−φ2

1 − 4φ2

−2φ2

)2

=
−1
φ2

> 1 つまり φ2 > −1 (∵ φ2 < 0)

以上を (イ),(ロ)をまとめると、

AR(2)が定常性を持つÀ 1 + φ1 − φ2 > 0 ∩ 1− φ1 − φ2 > 0 ∩ φ2 > −1

(とくに　必要条件として　 −1 < φ2 < 1　かつ　 −2 < φ1 < 2 でなければならないことを注意しておく．)

平均は、期待値をとって、µ = φ0 + φ1µ + φ2µ ∴ µ = φ0
1−φ1−φ2

分散、自己共分散は、 Yt − µ = φ1(Yt−1 − µ) + φ2(Yt−2 − µ) + εt より、

γ0 = φ1γ1 + φ2γ2 + σ2

γ1 = φ1γ0 + φ2γ1 (γ1 =
φ1

1− φ2
γ0)

γ2 = φ1γ1 + φ2γ0

(
γ2 = (

φ1
2

1− φ2
+ φ2)γ0

)

n ≥ 3のとき γn = φ1γn−1 + φ2γn−2　（この差分方程式 (漸化式）を解く)

∴ γ0 =
φ2

1

1− φ2
γ0 +

(
φ2

1φ2

1− φ2
+ φ2

2

)
γ0 + σ2

∴ γ0 =
σ2

1−
(

φ2
1(1+φ2)
1−φ2

+ φ2
2

) =
1− φ2

1 + φ2

σ2

(1− φ2)2 − φ2
1

(> 0)



20 第 2章 時系列解析要綱

例えば、AR(2)は変数 yt を被説明変数とし、その過去の値 yt−1, yt−2 を説明変数にとった重回帰モデルと

見ることができる。その意味で自己回帰モデルと呼ばれる。

すると、重回帰モデル yi = α + β1x1i + β2x2i から得られる、
(

s2
x1

sx1x2

sx1x2 s2
x2

)(
β̂1

β̂2

)
=

(
sx1y

sx2y

)

は、AR(2)においては、
(

γ0 γ1

γ1 γ0

)(
φ̂1

φ̂2

)
=

(
γ1

γ2

)
となる

これより、
(

φ̂1

φ̂2

)
=

(
1 ρ̂1

ρ̂1 1

)−1 (
ρ̂1

ρ̂2

)
として、φ1, φ2の推定値φ̂1, φ̂2が得られる

2.3 MA(q) (q次の移動平均モデル、Moving-average Model)

Yt = θ0 + εt − θ1εt−1 − · · · − θqεt−q

εtは Yt−1, Yt−2, . . . , εt−1, εt−2, . . .と独立で、E(εt) = 0, V (εt) = σ2

明らかに、MA(q)は必ず定常性を満たす

このとき、γ0 = V (Yt) = (1 + θ2
1 + · · ·+ θ2

q)σ2

γ1 = Cov(Yt, Yt−1) = Cov(θ0 + εt − θ1εt−1 − · · · − θqεt−q, θ0 + εt−1 − θ1εt−2 − · · · − θqεt−q−1)

= (−θ1 + (−θ2)(−θ1) + · · ·+ (−θq)(−θq−1))σ2 = (−θ1 + θ1θ2 + · · ·+ θq−1θq)σ2

同様に、γ2 = (−θ2 + θ1θ3 + · · ·+ θq−2θq)σ2

...

γq = (−θq)σ2

γq+1 = · · · = 0 (h = q + 1以降 0)

自己相関ρhも、ρ0 = 1, ρ1 =
−θ1 + θ1θ2 + · · ·+ θq−1θq

1 + θ2
1 + · · ·+ θ2

q

, . . .

定常な AR(p)の Yt は、Yt = ξ0 + εt +
∑∞

i=1 ξiεt−i と表されることより、MA(∞)

AR(p)のMA(∞)表現を、Yt = ξ0 + εt + ξ1εt−1 + ξ2εt−2 + . . . とすると、

Yt = φ0 + φ1Yt−1 + · · ·+ φpYt−p + εt

= φ0 + φ1(ξ0 + εt−1 + ξ1εt−2 + ξ2εt−3 + . . . )

+ φ2(ξ0 + εt−2 + ξ1εt−3 + ξ2εt−4 + . . . )
...

+ φp(ξ0 + εt−p + ξ1εt−p−1 + ξ2εt−p−2 + . . . ) + εt

= φ0 + (φ1 + · · ·+ φp)ξ0 + εt + φ1εt−1 + (φ1ξ1 + φ2)εt−2 + (φ1ξ2 + φ2ξ1 + φ3)εt−3 + . . .

∴ ξ0 =
φ0

1− (φ1 + · · ·+ φp)
(= µ)

ξ1 = φ1, ξ2 = φ1ξ1 + φ2, ξ3 = φ1ξ2 + φ2ξ1 + φ3
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■反転可能性 Yt と εt の役割を入れ替えれば、　MA(q) が AR(∞) で表せるための条件 (反転可能性とい

う）が次のようにわかる。(AR(q)は　定常であることが　MA(∞)であることの必要十分条件)

■命題 2.2 特性方程式 θ(x) = 1− (θ1x + θ2x
2 + · · ·+ θqx

q) = 0の解の絶対値がすべて 1より大きいときの

時、MA(q)は反転可能

■識別可能性 平均、分散、自己共分散が与えられた時、モデルが一意に定まるならば識別可能という。AR

のときはいつでも O.K.

■命題 2.3 特性方程式 θ(x) = 1− (θ1x + θ2x
2 + · · ·+ θqx

q) = 0の解の絶対値がすべて 1以上の時、MA(q)

は識別可能

■例 Yt がMA(1),つまり、Yt = θ0 + εt − θ1εt−1

E(Yt) = µ, γ0, γ1 が与えられたとき、MA(1)の 3個のパラメータの組 (θ0, θ1, σ
2)はどうなるか？

解 別の組 (δ0, δ1, ω
2)があったとすると、

まず、µ = θ0 (= δ0)

γ0 = σ2(1 + θ2
1) = ω2(1 + δ2

1) —— 1©

γ1 = (−θ1)σ2 = (−δ1)ω2 —— 2©

1©, 2©より、
θ1

1 + θ2
1

=
δ1

1 + δ2
1

∴ θ1(1 + δ2
1)− δ1(1 + θ2

1) = (θ1 − δ1)(1− θ1δ1) = 0

∴ δ1 =
1
θ1
も別のパラメータで同じµ, γ0, γ1を与える。

ここで、特性方程式 1− θ1x = 0の解は x = 1
θ1

∴ | 1
θ1
| ≥ 1,すなわち |θ1| ≤ 1となる方を取ってくればよい

2.4 ARMA(p,q)

■ARMA(p,q) p=q=1のとき、平均 0の ARMA(1,1)モデル Yt = φ1Yt−1 + εt − θ1εt−1 において、

φ1, θ1, V (εt) = σ2 を用いて、自己相関 ρh (h = 1, 2, . . . )を求める

V (Yt − φ1Yt−1) = V (εt − θ1εt−1)より、

γ0 − 2φ1γ1 + φ2
1γ0 = σ2 + θ2

1σ
2 = (1 + θ2

1)σ
2

また、γ1 = Cov(Yt, Yt+1)

= Cov(Yt, φ1Yt + εt+1 − θ1εt) = φ1γ0 − θ1σ
2

∴ γ0(1 + φ2
1)− 2φ1(φ1γ0 − θ1σ

2) = (1 + θ2
1)σ

2 より、γ0 =
1 + θ2

1 − 2φ1θ1

1− φ2
1

σ2

γ1 =
(θ1 − φ1)(φ1θ1 − 1)

1− φ2
1

σ2 ∴ ρ1 =
γ1

γ0
=

(θ1 − φ1)(φ1θ1 − 1)
1 + θ2

1 − 2φ1θ1
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また，h = 2 に対して，

γh = Cov(Yt+h, Yt) = Cov(φ1Yt+h−1 + εt+h − θ1εt+h−1, Yt)

= φ1γh−1 つまり、ρh = φ1ρh−1
(h = 2)

■偏自己相関 確率過程の自己相関を ρ1, ρ2, ρ3 とし、

ρ1 = φ11 ρ1 = φ21 + φ22ρ1 ρ1 = φ31 + φ32ρ1 + φ33ρ2

ρ2 = φ21ρ1 + φ22 ρ2 = φ31ρ1 + φ32 + φ33ρ1 . . .
ρ3 = φ31ρ1 + φ32ρ2 + φ33

で決まる φhh を偏自己相関という

2.5 時系列モデルに基づく予測

■予測 一般に、Y の X による予測値として E(Y |X)がとられる

(なぜなら、E((Y − g(X))2) = E((E(Y |X) − g(X))2) + g によらない定数 が証明できるので、(例えば、

ファイナンスの確率解析入門 藤田岳彦著 講談社 2002)予測誤差を最小にするためには、予測として E(Y |X)

をとればよい)

■AR(p)の予測量 Yn+1 の予測量として、次の Ŷn+1 をとる。

Ŷn+1 = E(Yn+1|Yn, Yn−1, . . . ) = E(φ0 + φ1Yn + · · ·+ φpYn−p+1 + εn+1|Yn, Yn−1, . . . )

= φ0 + φ1Yn + · · ·+ φpYn−p+1 ← Yn+1の式の誤差項を０としたもの

すると、Yn+1 = Ŷn+1 + εn+1 に注意して、

Yn+2 = φ0 + φ1Yn+1 + φ2Yn + · · ·+ φpYn−p+2 + εn+2

= φ0 + φ1(Ŷn+1 + εn+1) + φ2Yn + · · ·+ φpYn−p+2 + εn+2

∴ Ŷn+2 = E(Yn+2|Yn, Yn−1, . . . ) = φ0 + φ1Ŷn+1 + φ2Yn + · · ·+ φpYn−p+2

同様に、

∴ Ŷn+3 = E(Yn+3|Yn, Yn−1, . . . ) = φ0 + φ1Ŷn+2 + φ2Ŷn+1 + φ3Yn + · · ·+ φpYn−p+3

■MA(q)の予測量

Ŷn+h = E(Yn+h|εn, εn−1, . . . ) = θ0 + εn+h − θ1εn+h−1 − · · · − θqεn+h−q

のうちで、n + 1以降の εn+1～εn+h をゼロにしたもの
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2.6 第 2章の練習問題

■練習問題 2.1 以下の定常過程の場合に、それぞれ γh, ρh を計算せよ。|a| < 1 とする。

(1) Yt =
∞∑

i=0

(
1
2
)iεt−i で、εt, εt−1, . . . , εt−i, . . . は独立ですべての iで εi ∼ N(µ, σ2)

(2) Yt =
∞∑

i=0

aiεt−i で、εt, εt−1, . . . , εt−i, . . . は独立ですべての iで εi ∼ Po(λ)

(3) (2)で εi ∼ Ge(p) つまり、P (εi = k) = p(1− p)k (k = 0, 1, 2, . . . )の場合

(4) (2)で εi ∼ B(n, p)の場合

(5) Yt = A cos(tλ) + B sin(tλ)ここで、A, B は独立で、A ∼ B ∼ N(0, σ2)

(6) Yt = cos(A−Bt)ここで、ここで、A,B は独立で、A ∼ B ∼ U(0, 2π)

(7) (∗) Yt =
∞∑

i=0

1
i + 1

(εt−i − 1)で、εt, εt−1, . . . , εt−i, . . . は独立ですべての iで εi ∼ χ2
1 = N(0, 1)2

■練習問題 2.2 yi = i (1 5 i 5 n)について、γ̂1, ρ̂1 を計算せよ。

■練習問題 2.3 定常な AR(1)モデル*3

Yt = φ0 + φ1Yt−1 + εt

で、　自己共分散 γ2 = 0.4, γ3 = −0.1 であった。

φ1, γh を求めよ。

■練習問題 2.4 定常 AR(2)モデル Yt = 3 + 5
6Yt−1 − 1

6Yt−2 + εt, E(εt) = 0, V (εt) = 10
3 において、

µ = E(Yt),自己共分散γ0, γ1, γ2, γn (n ≥ 3),自己相関ρ1, ρ2, ρn (n ≥ 3)を求めよ

■練習問題 2.5 定常 AR(2)モデル Yt = 1 + 0.6Yt−1 + 0.3Yt−2 + εt で、

(1)定常性を示せ (2)µ = E(Xt)を求めよ (3)σ2 = 1として、γ0, γ1, γ2を求めよ

■練習問題 2.6 定常 AR(1)モデル Yt = φ0 + φ1Yt−1 + εt で、

µ = 2.0, γ0 = 0.6, γ1 = 0.3と与えられている。φ0, φ1, εt の分散 σ2 を求めよ

■練習問題 2.7 定常 AR(2)モデル Yt = 1 + aYt−1 + 0.3Yt−2 + εt で、

定常性を持つための aの範囲を求めよ.

■練習問題 2.8 定常 AR(2) モデル Yt = 1 + 0.5Yt−1 + aYt−2 + εt で、

定常性を持つための aの範囲を求めよ.

■練習問題 2.9 MA(1) モデル　 Yt = 3 + εt − aεt−1 が反転可能性を持つ実数 aの範囲を求めよ。また、識

別可能性を持つ実数 aの範囲を求めよ。

■練習問題 2.10 MA(2) モデル　 Yt = 2 + εt − aεt−1 − aεt−2 が反転可能性を持つ実数 a の範囲を求めよ。

また、識別可能性を持つ実数 aの範囲を求めよ。

*3 初期値 Y0 が与えられていなければ　定常モデルである．
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■練習問題 2.11 MA(2)モデル Yt = 3 + εt − 1
2εt−1 − 1

4εt−2, E(εt) = 0, V (εt) = 1で

µ = E(Yt), γ0, γ1, γ2, γ3 を求めよ。

■練習問題 2.12 MA(2) モデル

Yt = 2 + εt − (1/2)εt−1 − (1/2)εt−2

ただし、εi ∼ N(0, 32)とする。

このとき、自己共分散γ0, γ1, γ2, γ3 を求めよ。また、Yt の分布、　 (Yt, Yt+1)の同時分布 を求めよ。

■練習問題 2.13 定常 AR(2)モデル Yt = 1 + 0.6Yt−1 + 0.3Yt−2 + εt をMA(∞)表現した時の ξ0, ξ1, ξ2 を

求めよ。(Xt = ξ0 + εt + ξ1εt−1 + ξ2εt−2 + . . . )

■練習問題 2.14 定常 ARMA(1,1) モデル

Yt = 2 +
1
2
Yt−1 − 1

3
εt−1 + εt

ただし、εi ∼ N(0, 32)とする。

このとき， µ = E(Yt), γh = Cov(Yt, Yt−h) を求めよ。

■練習問題 2.15 AR(1)モデル、AR(2)モデルは　マルコフ過程かどうか？

■練習問題 2.16 定常でない時系列モデル St が次の (1), (2), (3), (4), (5), (6)のいずれか一つを満たすとき、

E(St), 時点 t− h( 0 5 h 5 t)と時点 tの自己共分散 Cov(St−h, St)を各場合に求めよ。また、(1), (2), (3) に

ついては、St の分布、(St, St−h)の同時分布も各場合に求めよ。すべて、µは定数,　ε1, . . . , εtは独立, a 6= 1

とする。

(1) St = St−1 + µ + εt, S0 = 0, εi ∼ N(0, σ2)
(2) St − 2St−1 + St−2 = µ + εt, S0 = S−1 = 0, εi ∼ N(0, σ2)
(3) St = aSt−1 + µ + εt, S0 = 0, εi ∼ N(0, σ2)
(4) St = St−1 + µ(t− 1) + εt, S0 = 0, εi ∼ 2Be(1/2)− 1
(5) St − 2St−1 + St−2 = µ + εt, S0 = S−1 = 0, εi ∼ 2Be(1/2)− 1
(6) St = aSt−1 + µ + εt, S0 = 0, εi ∼ 2Be(1/2)− 1

■練習問題 (∗)2.17 ラグオペレーター LXt = Xt−1 を用いて、　定常 AR(2)モデル

Yt = 2 +
5
6
Yt−1 − 1

6
Yt−2 + εt

のMA(∞)　表現を求めよ。

■練習問題 (∗)2.18 ラグオペレーター LXt = Xt−1 を用いて、　定常 ARMA(1, 1)モデル

Yt = 2 +
1
3
Yt−1 − 1

4
εt−1 + εt

のMA(∞)　表現を求めよ。
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■練習問題 2.19 定常 AR(1)モデル

Yt = 2 +
1
3
Yt−1 + εt, (εi ∼ N(0,

1
5
))

YT = 2.7 が与えられたとき、t = T + 1 における (2 乗平均) 最良予測量 ŶT+1 を求め 2 乗平均誤差　

E((YT+1 − ŶT+1)2|YT = 2.7) を計算せよ。また、t = T + 2における (2乗平均)最良予測量 ŶT+2 を求め 2

乗平均誤差　 E((YT+2 − ŶT+2)2|YT = 2.7) を計算せよ。また、P (|N(0, 1)| = 1.96) = 0.05 として、YT+1,

YT+2 の信頼度 95% の信頼区間を求めよ。

■練習問題 2.20 MA(2)モデル

Yt = 1 + εt − 2
3
εt−1 − 1

3
εt−2 εi ∼ N(0,

1
22

)

において、　 εT−2 = −1/3, εT−1 = 1/3, εT = 2/3 が与えられたときの、t = T + 1における (2乗平均)最

良予測量 ŶT+1 を求め 2 乗平均誤差　 E((YT+1 − ŶT+1)2|εT = 2/3, εT−1 = 1/3, εT−2 = −1/3) を計算せ

よ。また、t = T + 2における (2乗平均)最良予測量 ŶT+2 を求め 2乗平均誤差　 E((YT+2 − ŶT+2)2|εT =

2/3, εT−1 = 1/3, εT−2 = −1/3) を計算せよ。　また、P (|N(0, 1)| = 1.96) = 0.05 として、YT+1, YT+2 の

信頼度 95% の信頼区間を求めよ。

■練習問題 (∗)2.21 平均 0の定常な AR(2)モデル

Yt = φ1Yt−1 + φ2Yt−2 + εt, εi ∼ N(0, σ2)

で、自己共分散 γn は　 lim
n→∞

2nγn = 3 を満たしており、 時差 1 の自己相関 ρ1 = 1
5 である。このとき、

φ1, φ2, σ2, γ0, γ1, γ2, γn を求めよ。

■練習問題 2.22 定常な AR(1)モデル

Yt = φ0 + φ1Yt−1 + εt

で、µ = E(Yt) = 2,　自己共分散 γ0 = 3, γ1 = 1 であった。

φ0, φ1, σ2,自己相関ρh, Ytの MA(∞) 表現, E(Yt|εt, εt−1), E(Yt|εt−2, εt−3, . . . ), E((Yt)2|εt, εt−1) をそれぞ

れ求めよ.

■練習問題 2.23 定常な AR(1)モデル

Yt = 2 +
1
3
Yt−1 + εt

ただし、誤差確率変数 εt は独立ではなく、定常 (平均 0, 分散 1)で自己共分散 γε
h =





1 (h = 0)

1
4 (|h| = 1)

0 (その他)

である。

　このとき、以下を求めよ。(1)V ( εt+εt−1+εt−2
3 ) (2)Cov(Yt−1, εt), Cov(Yt, εt)

(3)E(Yt), Y の自己共分散γh を求めよ。
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■練習問題 2.24 定常 AR(1)モデル

Yt = 2 + 0.4Yt−1 + εt, εt ∼ N(0, 52)

において　以下を求めよ．

(1)E(Yt), γ0 = V (Yt), γh = Cov(Yt, Yt−h)

(2)Yt のMA(∞)表現を求めよ． (3)Yt の分布を求めよ．

(4) E(Yt+1|Yt = a), V (Yt+1|Yt = a), E(Yt+2|Yt = a), V (Yt+2|Yt = a) を求めよ．

■練習問題 2.25 定常 AR(2) モデル

Yt = 3 + 0.4Yt−1 − 0.03Yt−2 + εt, εi ∼ N(0, 52)

において　 Yt = µ +
∑∞

i=0 aiεt−i とおけ　 ai+2 = 0.4ai+1 + 0.03ai, a0 = 1, a1 = 0.4 を満たすことを利用し

て Yt のMA(∞)表現を求めよ．
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確率過程要綱

3.1 確率過程とは

■確率過程の定義 Xt ：確率過程 (時間 tとともに変わる確率変数)とする。

正確にいうと、任意の有限次元分布

•離散の場合
0 < t1 < t2 < · · · < tn, k1, k2, · · · , kn に対して、

P (Xt1 = k1 ∩ Xt2 = k2 ∩ · · · ∩Xtn = kn)

•連続の場合

同時密度関数 f(Xt1 ,Xt2 ,··· ,Xtn )(xt1 , xt2 , · · · , xtn)

が計算できることが要請される。

これが簡単に分かるための条件にマルコフ性、正規性などある。

3.2 マルコフ過程、マルコフ連鎖

■マルコフ性 一般に Xt がマルコフ過程（連鎖）であるとは

すべての 0≤t1 < t2 < · · · < tn < t, x1, x2, · · · , xn, xに対して

P (Xt ≤ x|Xtn = xn, Xtn−1 = xn−1, · · · , Xt2 = x2, Xt1 = x1) = P (Xt ≤ x|Xtn = xn)

となること。

■マルコフ性の意味 マルコフ性とは、過去の情報が現在に集約されること。

つまり、未来の過去条件付分布＝未来の現在条件付分布。

このマルコフ性があれば、例えば

P (X2 = x2∩X1 = x1∩X0 = x0) = P (X2 = x2|X1 = x1∩X0 = x0)P (X1 = x1∩X0 = x0)
= P (X2 = x2|X1 = x1∩X0 = x0)P (X1 = x1|X0 = x0)P (X0 = x0)
= P (X2 = x2|X1 = x1)P (X1 = x1|X0 = x0)P (X0 = x0)
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となり、このように同時分布が推移確率 P (Xt+1 = y|Xt = x)と初期分布 P (X0 = z)で計算可能となる。

■例題 マルコフ性は「現在が与えられたという条件のもとで、過去と未来が独立であること」と同値である。

　例えば マルコフ性があれば、

P (X4 = x4∩X2 = x2|X3 = x3) = P (X4 = x4|X3 = x3)P (X2 = x2|X3 = x3)

¤

∵ 右辺 = P (X4 = x4|X3 = x3 ∩X2 = x2)P (X2 = x2|X3 = x3)　 (∵マルコフ性)

=
P (X4 = x4 ∩X3 = x3 ∩X2 = x2)

P (X3 = x3)
= 左辺

¥

とくに推移確率 P (Xt+1 = y|Xt = x) = p(x, y),

推移確率密度関数 fXt+s|Xt
(y|x) =

f(Xt,Xt+s)(x, y)
fXt(x)

= p(s, x, y) が t によらないマルコフ過程は時間的一様

（推移確率が定常）なマルコフ過程という。本稿ではこの場合のみを扱う。

■有限マルコフ連鎖 離散マルコフ連鎖 Xt が２つの値 1,2しかとらないとする。(簡単のため　マルコフ連鎖

の取る値は 2個とするが n個でも同じである。)

P (Xt+1 = j|Xt = i) = pij とおき、

P =
(

p11 p12

p21 p22

)

を推移確率行列という。 p11 + p12 = p21 + p22 = 1に注意する。

npij = P (Xn = j|X0 = i)とおくと、

マルコフ性より、チャップマンコルモゴロフの方程式

n2+n1pij =
∑

k

n1pik n2pkj

が成立する。

(∵ P (Xn1+n2 = j|X0 = i) =
∑

k P (Xn1+n2 = j ∩Xn1 = k|X0 = i) =
∑

k P (Xn1+n2 = j|Xn1 = k ∩X0 =

i)P (Xn1 = k|X0 = i) =
∑

k P (Xn1+n2 = j|Xn1 = k)P (Xn1 = k|X0 = i))

これより、npij = Pn の (i, j)成分であることがわかる。

また、(n+1p11, n+1p12) = (np11, np12)P より、 (np11, np12) = (p11, p12)Pn−1

また初期分布 (P (X0 = 1), P (X0 = 2)) = (p1, p2)とおくと

(P (Xn = 1), P (Xn = 2)) = (P (X0 = 1), P (X0 = 2))
(

p11 p12

p21 p22

)
Pn−1

= (p1, p2)Pn

となる。

　また、(P (Xn+1 = 1), P (Xn+1 = 2)) = (P (Xn = 1), P (Xn = 2))

(
p11 p12

p21 p22

)
が一般的に成立すること

にも注意しておく。
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とくに lim
n→∞

Pn が存在する場合*1　 後に見る様に、 lim
n→∞

Pn =

(
π1 π2

π1 π2

)
(π1 + π2 = 1)となり

このとき、 lim
n→∞

(P (Xn = 1), P (Xn = 2)) = (P (X0 = 1), P (X0 = 2))

(
π1 π2

π1 π2

)
= (π1, π2)となる。

(
π1 π2

π1 π2

)
= lim

n→∞
Pn+1 = lim

n→∞
PnP =

(
π1 π2

π1 π2

)
P より

~π = (π1, π2)は、~π = ~πP, π1 + π2 = 1を解いて求めてもよい。*2　

この ~π は定常分布と呼ばれる。定常分布から出発すれば　各時点での位置の確率分布 (P (Xn = 1), P (Xn =

2)) は nによらずに一定となる。*3

　

■２重マルコフ過程

P (Xt+1≤x|Xt = xt, Xt−1 = xt−1, · · · , X1 = x1, X0 = x0) = P (Xt+1≤x|Xt = xt, Xt−1 = xt−1)

が成立しているとき Xt を２重マルコフ過程という。

この場合は、Yt = (Xt, Xt+1)をペアにして考えると Yt はマルコフ過程となる。

■例 {1, 2}値マルコフ連鎖 P =

(
1− p p

q 1− q

)
(0 ≤ p ≤ 1かつ 0 ≤ q ≤ 1)が {1, 2}値マルコフ連鎖の

推移確率行列である。このとき、Pn を (例えばスペクトル分解を用いて (数学付録参照))を計算すると

Pn =
1

p + q

(
q p
q p

)
+

(1− p− q)n

p + q

(
p −p
−q q

)

となり、

(P (Xn = 1), P (Xn = 2)) =
1

p + q
(q, p) +

(1− p− q)n(p(P (X0 = 1)− qP (X0 = 2))
p + q

(1, −1)

である。

さらに成分の個数や極限状態を調べて以下のように分類できる。

■例 ({1, 2} 値正則マルコフ連鎖)(再帰的成分が１個だけ） P =

(
1− p p

q 1− q

)
(0 < p 5 1 かつ 0 <

q 5 1　かつ (p, q) 6= (1, 1)) のときは　明らかに正則 (P > 0または P 2 > 0)で

*1 ∃N, ∀i, ∀j, Npij > 0 つまり ∃N,　 P N > 0　が満たされれば（このときマルコフ連鎖は正則であるという。)　 lim
n→∞P n =

P∞ が存在することが知られている。この P∞ の各行ベクトルは等しくすべて正の成分で、それを ~π とおくと、~π は ~πP = ~π の
唯一解である。つまりそれはマルコフ連鎖の定常分布となる。　

*2 ∀i, ∀j, ∃N, Npij > 0　が満たされるとき (このときマルコフ連鎖はエルゴード的であるという。もちろん、正則ならばエルゴー

ド的である。)、 lim
n→∞

P+P2+···+P n

n
が存在し, その各行ベクトルは等しくすべて正の成分 (各行ベクトルのすべての座標は正)

で、それを ~π とおくと、~π は ~πP = ~π の唯一解である。つまりそれはマルコフ連鎖の定常分布となる。
*3 ∃N, Npij > 0のとき, i → j と書き，iから j に到達可能　といい，iから j にも j から iにも到達可能であるとき　 i ↔ j とか
く．この　 i ↔ j という関係は明らかに，マルコフ連鎖のとる値 (状態空間）での同値関係であり，この同値関係で状態空間を類別
したものを　成分という．　「エルゴード的」という条件は「成分」が一つと同等で　有限マルコフ連鎖においてはこれは定常分
布が一意的であるための十分条件である．　有限マルコフ連鎖においては　定常分布が一意的であるための必要十分条件は　「再
帰的成分（一旦、その成分に入ればそこから抜け出せない成分）が一つ」である．また，有限マルコフ連鎖では　定常分布は必ず存
在する．　なぜなら　状態が有限なので　「過渡的成分」だけからなることは不可能で必ず「再帰的成分」があり，そこにマルコフ
過程を制限すると（そのなかだけで　マルコフ連鎖を考えると）「エルゴード的」になるからである．
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lim
n→∞

Pn =
1

p + q

(
q p
q p

)

定常分布は、　 ~π = 1
p+q (q, p) となる。

■例 ({1, 2}値非正則エルゴディックマルコフ連鎖)（再帰的成分が１個だけ） P =

(
0 1

1 0

)

このとき、 lim
n→∞

Pn は存在しないが、

lim
n→∞

P + P 2 + · · ·+ Pn

n
= (1/2)

(
1 1
1 1

)

となる。定常分布は、　 ~π = 1
p+q (q, p) = 1

2 (1, 1) となる。

■例 (吸収状態が 1個の {1, 2}値マルコフ連鎖)（過渡的成分１個と再帰的成分１個） P =

(
1 0

q 1− q

)
(0 <

q < 1) のときは　明らかに正則でもエルゴディックでもない。p11 = 1 となるがこの状態 1にいったん入れば

その後ずっと 1にいる。　この状態 1を「吸収状態」という。状態 2は 1に入ったあとでは決して戻ってこれ

ないので　「過渡的状態」という。マルコフ連鎖の状態は　一般的には　「過渡的状態」とそれ以外の「再帰

的状態」に分けることができる。　「吸収状態」は「再帰的状態」である。

Pn =
(

1 0
1− (1− q)n (1− q)n

)

定常分布は、　 ~π = (1, 0) となるが、このように定常分布が標準単位ベクトルになることは　再帰的状態が

吸収状態だけで、吸収状態が 1個の場合はいつでも成立することである。

■例 (吸収状態が 2個の {1, 2}値マルコフ連鎖)（再帰的成分が２個) P =

(
1 0

0 1

)
= E = 単位行列 のとき

は　明らかに正則でもエルゴディックでもなく、状態 1 も状態 2も吸収状態である。

定常分布は、　 ~π = (x, 1− x) となり、一意的に決まらない。これは吸収状態が複数個あるときにはいつで

も成立している。

■{1, 2, 3}値マルコフ連鎖 マルコフ連鎖のとる値が 3つのときは　以下に分類できる．

(1) 成分は 1つで　過渡的成分は無く，再帰的成分のみ．この場合は定常分布は一意的に存在する．

（a）正則な場合　つまり　 P > 0 or P 2 > 0 or P 3 > 0 の場合　この場合は極限確率も存在する．

（b）非正則だがエルゴード的な場合　つまり　すべての状態が互いに到達可能だが P > 0 or P 2 >

0 or P 3 > 0とはならない場合，この場合は極限確率は存在しない．

(2) 過渡的成分が 1つで 2個の状態からなり，再帰的成分は 1つで 1個の状態 (吸収状態のみ）からなる．

　定常分布や極限確率は一意的に存在する．(吸収状態をとる確率が 1であるもののみ)

(3) 過渡的成分が 1つで 1個の状態からなり, 再帰的成分は 1つで 2個の状態 (どちらも吸収状態ではない)

からなる．定常分布は一意的に存在する．(再帰的成分ではエルゴード的マルコフ連鎖となり，そこでの

定常分布と一致)

(4) 過渡的成分が 1つで 1個の状態からなり，再帰的成分は 2つでどちらも 1個の状態 (吸収状態のみ）か

らなる．定常分布は存在するが無限個ある.(吸収状態の値をとる任意の確率分布が定常分布) 極限確率

は存在する．
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(5) 過渡的成分が 2つでどちらも 1個の状態からなり，再帰的成分は 1つで 1個の状態 (吸収状態のみ）か

らなる．定常分布や極限確率は一意的に存在する．(吸収状態をとる確率が 1であるもののみ)

(6) 過渡的成分は無く，再帰的成分は 2個（これは２つの値をとるマルコフ連鎖と 1つの値をとるマルコフ

連鎖を同時にに考えたものと同じ）　または　再帰的成分は 3個 (これは 1つの値をとるマルコフ連鎖

を３つを同時に考えたものと同じ)　 P = E = 単位行列．これらの場合　定常分布はあきらかに無限

個ある．　極限確率はそれぞれのマルコフ連鎖で考えればよい．

以上の場合について推移図式や推移確率行列を考えてみるとよい．

■例 (吸収状態が複数個あるマルコフ連鎖)（過渡的成分１個と再帰的成分２個） *4*5


1 0 0 0

0 1 0 0

2/8 1/8 3/8 2/8

2/8 3/8 1/8 2/8




=

(
E 0

U R

)
= P 　 の場合、

　吸収状態は　 {1, 2}(再帰的成分は　 {1}と {2}) で　過渡的状態は　 {3, 4}(過渡的成分は {3}と {4}) であ
る。このように前に吸収状態だけを集めておくと見やすくなる。

Pn =

(
E 0

(E + R + · · ·+ Rn−1)U Rn

)
=

(
E 0

(E −Rn)(E −R)−1U Rn

)

よって、

lim
n→∞

Pn =
(

E 0
(E −R)−1U 0

)
=




~π1

~π2

~π3

~π4


 =




1 0 0 0
0 1 0 0

4/7 3/7 0 0
3/7 4/7 0 0




となる。ここで　 ~πi は状態 iから出発したときの極限分布

lim
n→∞

((P (Xn = 1|X0 = i), P (Xn = 2|X0 = i), P (Xn = 3|X0 = i), P (Xn = 4|X0 = i))

= lim
n→∞

Pnの第 i行ベクトル) であり、

~π1 = (1, 0, 0, 0) ~π2 = (0, 1, 0, 0) ~π3 = (4/7, 3/7, 0, 0) ~π4 = (3/7, 4/7, 0, 0) となる。

また、 第 1 列ベクトル t~ω1 = t(1, 0, 4/7, 3/7) = lim
n→∞

((P (Xn = 1|X0 = 1), P (Xn = 1|X0 = 2), P (Xn =

1|X0 = 3), P (Xn = 1|X0 = 4))であり、各成分は状態 i から出発したとき、吸収状態 1に入ってしまう確率

である。また、t~ω1 = lim
n→∞

(Pn)t(1, 0, 0, 0) であり、t~ω1 = P t~ω1 を満たしている。

同様に第 2 列ベクトル t~ω2 = t(0, 1, 3/7, 4/7) = lim
n→∞

((P (Xn = 2|X0 = 1), P (Xn = 2|X0 = 2), P (Xn =

2|X0 = 3), P (Xn = 2|X0 = 4))である。

■例 (2 重マルコフ連鎖) 2 重マルコフ連鎖 Xt から作られるマルコフ連鎖 Yt = (Xt, Xt+1) のとる値は

{(1, 1), (2, 1), (1, 2), (2, 2)} の 4個とする。すると、Yt の推移確率行列 P は


p 0 1− p 0

q 0 1− q 0

0 r 0 1− r

0 s 0 1− s



となり、0 < p, q, r, s < 1 を仮定すると P 2 > 0 となり、正則でしたがって、

lim
n→∞

Pn が存在し, 同一の行ベクトル (定常分布)~π 　を持つ。~π = ~πP を解くと、

*4 モデリングテキスト 3.6練習問題 9と同じ設定であり、その補足説明も兼ねている.
*5 (E + R + · · · + Rn−1)U の各要素は 1 以下で R の各要素は非負であることと、上に有界な単調増加数列は収束することより、

lim
n→∞(E + R + · · ·+ Rn−1) = Aは存在する。したがって、 lim

n→∞Rn = 0となり、A(E −R) = E であり、(E −R)−1 は存

在する。
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~π = ( sq
sq+2s(1−p)+(1−r)(1−p) ,

s(1−p)
sq+2s(1−p)+(1−r)(1−p) ,

s(1−p)
sq+2s(1−p)+(1−r)(1−p) ,

(1−r)(1−p)
sq+2s(1−p)+(1−r)(1−p) )

また、これから Xt の極限分布

lim
n→∞

(P (Xn = 1), P (Xn = 2)) = ( sq+s(1−p)
sq+2s(1−p)+(1−r)(1−p) ,

s(1−p)+(1−r)(1−p)
sq+2s(1−p)+(1−r)(1−p) ) がわかる。

　

■例 (独立確率変数の和はマルコフ過程) Xt = Y1 + Y2 + · · ·+ Yt, (X0 = 0)　

ここで Y1, Y2 . . . , Yt, . . . は独立で同分布な離散確率変数とする。

すると P (Xt+1 5 x|Xt = xt, Xt−1 = xt−1, . . . , X1 = x1) = P (Yt+1 5 x − xt|Yt = xt − xt−1, . . . , Y1 =

x1) = P (Yt+1 5 x− xt) = P (Yt+1 5 x− xt|Xt = xt) = P (Xt+1 5 x|Xt = xt)

となるので Xt はマルコフ過程である。　

3.3 マルチンゲール

Xt がマルチンゲールであるとは、

すべての tについて E(Xt+1|Xt, Xt−1, · · · , X2, X1) = Xt

となること。またこれより、

t > sについて E(Xt|Xs, Xs−1, · · · , X2, X1) = Xs

*6 となる。

また両辺の期待値をとって、E(Xt) = E(Xs) = · · · = E(X0)も満たす。

Xt が Y1, Y2, . . . , Yt に関してマルチンゲールであるとは、

すべての tについて E(Xt+1|Yt, Yt−1, · · · , Y2, Y1) = Xt

と定義する。　すると、　定義から　 Xt は Y1, Y2, . . . , Yt の関数で書け、E(Xt+1|Xt, Xt−1, · · · , X2, X1) =

E(E(Xt+1|Yt, Yt−1, · · · , Y1)|Xt, Xt−1, · · · , X2, X1) = E(Xt|Xt, Xt−1, · · · , X1) = Xt となり、　 Xt が

Y1, Y2, . . . , Yt に関してマルチンゲールであるなら、Xt はマルチンゲールである。　 Y1, Y2, . . . , Yt が不確実

性の源になるような場合 (確率微分方程式やブラックショールズモデルのブラウン運動がその典型である。）

は、こちらの定義のほうが都合が良いことが多い。

■マルチンゲールの意味 時刻 sまでの情報のもとでの未来 t(> s)の期待財産＝時刻 sにおける財産。

つまり、sから tまでの条件付期待財産増分=0

これは公平な賭けを行っているギャンブラーの財産過程と考えることができる。

■例 (平均 0の独立確率変数の和はマルチンゲール) Xt = Y1 + Y2 + · · ·+ Yt, (X0 = 0)　

ここで Y1, Y2 . . . , Yt, . . . は独立で同分布な平均 0の離散確率変数とする。

すると E(Xt+1|Yt, Yt−1, . . . , Y1) = E(Xt + Yt+1|Yt, Yt−1, . . . , Y1) = Xt + E(Yt+1) = Xt

となるので Xt は Y1, Y2, . . . Yt に関するマルチンゲール、したがってマルチンゲールである。

*6 証明は 時差 t-s=1 のときは成立するので　時差 t-s を仮定し時差 t-s+1 で成立をいう。E(Xt+1|Xs, Xs−1, · · · , X2, X1) =

E(E(Xt+1|Xt, Xt−1, · · · , Xs, · · · , X2, X1)|Xs, Xs−1, · · · , X2, X1) = E(Xt|Xs, Xs−1, · · · , X2, X1) = Xs, (途中は　
条件付期待値の基本的な性質 (第 6章参照)とマルチンゲールの定義、帰納法の仮定を用いた.
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■例 (１次元対称ランダムウォーク) 時間パラメータ t を 0 以上の整数として、Za
t = a + ξ1 + ξ2 + · · · +

ξt, Z0 = a, ξ1, ξ2, · · · , ξt は独立で同分布。P (ξi = 1) = P (ξi = −1) = 1
2

これは、aを出発する１次元対称ランダムウォーク.

とくに Zt(= Z0
t ) と書く。

また推移確率 P (Xt+1 = y|Xt = x) = p(x, y)は p(x, x + 1) = p(x, x− 1) = 1
2 のマルコフ過程である。で

ある。

これは、平均 0の独立確率変数の和なので、マルチンゲールでもある。

■計算例

・ P (Zt = k) =
(

t
t+k
2

)
2−t (0 5 t 5 k かつ　 t + k ∈ 2Z) つまり, Zt+t

2 ∼ B(t, 1/2).

・ t > sのとき、P (Zs = k ∩Zt = l) = P (Zs = k ∩Zt−Zs = l− k) = P (Zs = k)P (Zt−Zs = l− k) =

P (Zs = k)P (Zt−s = l − k) (独立増分性を用いる.)

・ E(Zt) =
t∑

i=0

E(ξi) = 0, V (Zt) =
t∑

i=0

V (ξi) = t

3.4 ポアソン過程

時間パラメータ t を 0以上の実数として、Nt がポアソン過程であるとは （パラメータ (強度)λのポアソン

過程）

(1) (周辺分布はポアソン分布) Nt～Po(λt) (N0 = 0)　つまり　 P (Nt = k) =
(λt)k

k!
e−λt

(2) (独立増分性) 0 < t1 < t2 < t3 < · · · として、Nt1 , Nt2 −Nt1 , Nt3 −Nt2 , · · · は独立

(3) (定常増分性) t > s > 0として、Nt −Ns～Nt−s

が成立すること。

また元のテキストにあるように (2), (3) に加え

(4)(微少時間でジャンプが 2回起こる確率は小さい.) P (Nt+h −Nt≥2) = o(h)

つまり lim
h→0

P (Nt+h −Nt≥2)
h

= 0

を仮定しても下に見るようにポアソン過程となる。

∵ g0(t) = P (Nt = 0)とおくと、

g0(t + s) = P (Nt+s = 0) = P (Ns = 0)P (Nt+s −Ns = 0) = g0(s)g0(t)

∴ この関数方程式と、0 < g0(t) < 1より ∃λ(> 0), g0(t) = e−λt
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g1(t) = P (Nt = 1)とおくと

g1(t + h) = P (Nt+h = 1)

= P (Nt+h = 1∩Nt = 0) + P (Nt+h = 1∩Nt = 1)

= P (Nt = 0)P (Nt+h −Nt = 1) + P (Nt = 1)P (Nt+h −Nt = 0)

= g0(t)(1− e−λh + o(h)) + g1(t)e−λh

∴ g′1(t) = lim
h→0

g1(t + h)− g1(t)
h

= g0(t) lim
h→0

1− e−λh

h
+ g1(t) lim

h→0

e−λh − 1
h

= λg0(t)− λg1(t)

= λe−λt − λg1(t)

∴ d

dt
(eλtg1(t)) = λe−λteλt = λ

∴ eλtg1(t) = λt + c, g1(0) = 0より, g1(t) = λte−λt

全く同様に、gk(t) = P (Nt = k)とおくと、 g′k+1(t) = λgk(t)− λgk+1(t)が得られ

後は帰納法より、gk(t) = · · · = (λt)k

k!
e−λt = P (Po(λt) = k) が得られる。

■計算例

・ P (Nt = k) = (λt)k

k! e−λt (t ∈ R+ = {t|t = 0, t ∈ R}, k ∈ N ∪ {0})
・ t > sのとき、P (Ns = k ∩Nt = l) = P (Ns = k)P (Nt−s = l − k) (独立増分性を用いる.)

・ E(Nt) = λt, V (Nt) = λt

・ t > sのとき、　E(NsNt) = E(N2
s +Ns(Nt−Ns)) = V (Ns)+E(Ns)2 +E(Ns)E(Nt−s) = λs+λ2st

つまり　 Cov(Ns, Nt) = λs

・ t > s のとき、独立増分性を用いて、E(Nt − λt|Nu, u 5 s) = Ns − λt + E(Nt − Ns|Nu, u 5 s) =

Ns − λt + E(Nt −Ns) = Ns − λs よって、Nt − λt はマルチンゲール。

■計数過程としてのポアソン過程 Ti = i 番目のイベントが発生する時刻 とし、nt = max{n|Tn 5 t}= 時
刻 t 以前に起こったイベント発生回数を計数過程 (counting process) といい、とくにそのイベント発生間隔

T1, T2 − T1, T3 − T2, . . . が独立で同分布としたときの nt を再生過程という。

ポアソン過程の場合　 Ti = inf{t|Nt = i} = inf{t|Nt − Nti−1 = 1, t > Ti−1} であり、つまり　ジャン
プ（すべてのジャンプは大きさ 1) が発生した時刻たちが T1 < T2 < · · · < Tn < . . . である。このとき、

P (T1 > t) = P (Nt = 0) = e−λt

つまり、T1 ∼ Exp(λ) （平均 1
λ の指数分布）となる。

また、P (T2 − T1 > t) = P (Nt+T1 −NT1 = 0) = P (Nt = 0) = e−λt

つまり、T1, T2 − T1, T3 − T2, · · · は独立で全て分布は平均 1
λ の指数分布 Exp(λ)であることが分かる。

計算例　 P (T2 > 5T1) = P (T2 − T1 > 4T1) = P (λ(T2 − T1) > 4λT1) = P (X > 4Y ) =
∫∞
0

P (X >

4y)e−ydy =
∫∞
0

e−4ye−ydy = 1/5 ここで　 X ∼ Y ∼ Exp(1) で　 X,Y は独立。

また，指数分布とガンマ分布の関係，ガンマ分布の再生性より（第６章参照), Tk ∼ Γ(k, λ) ∼ 1
λΓ(k, 1)とな

り，また，この議論から，次のガンマ分布,カイ 2乗分布とポアソン分布の関係式がわかる．

kを非負整数として，P (Po(λt) 5 k) = 1− P (Po(λt) > k) = 1− P (Po(λt) = k + 1) = 1− P (Tk+1 < t) =

1− P (Γ(k + 1, λ) < t) = 1− P (Γ(2(k + 1)/2, 1/2) < 2λt) = P (χ2
2(k+1) = 2λt))
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まとめると，　

P (Po(µ) 5 k) = P (Γ(k + 1, 1) > µ) = P (χ2
2(k+1) > 2µ)

*7となる．

3.5 ブラウン運動

Wt = lim
∆t→

Zt
∆t = lim

∆t→

√
∆t(ξ1 + ξ2 + · · ·+ ξ t

∆t
)

Wt：(標準)ブラウン運動　 (時間パラメータ tは 0以上の実数)

つまり、Z∆t
t ：時間間隔∆t, 空間間隔

√
∆tの１次元対称ランダムウォーク　の極限として　 (標準）ブラウン

運動が得られる。

MWt
(α) = E(eαWt) = lim

∆t→
E(eαZt

∆t

) = lim
∆t→

E
(
e
α
√

∆t(ξ1+ξ2+···+ξ t
∆t

)
)

= lim
∆t→

(
E(eα

√
∆tξ1)

) t
∆t

= lim
∆t→

(eα
√

∆t + e−α
√

∆t

2

) t
∆t

= lim
∆t→

(
1 +

α2

2
∆t + o(∆t)

) t
∆t

= e
α

 t = MN(,t)(α)

つまり、tを固定したとき、Wt～N(0, t) 同様に t > sとしてWt −Ws～N(0, t− s)

またランダムウォークに独立増分性があるので、ブラウン運動Wt (W0 = 0)も独立増分性を持つ。

つまり、0 < t1 < t2 < · · · < tn として、

Wt1 , Wt2 −Wt1 , Wt3 −Wt2 , · · · ,Wtn −Wtn−1

o　 o　　　 　　 o　
N(0, t1), N(0, t2 − t1), , N(0, tn − tn−1)

も独立となる。

また見本関数　 t −→ Wtが（確率１で）連続も証明できる。

■計算例

・ fWt(x) = fN(0,t)(x) = 1√
2πt

e
−x2
2t .

・ E(Wt) = E(N(0, t)) = 0, V (Wt) = V (N(0, t)) = t

・ t > sのとき、f(Ws,Wt−Ws)(x, y) = 1√
2πs

e
−x2
2s

1√
2π(t−s)

e
−y2

2(t−s) (∵ 独立増分性)

これより、f(Ws,Wt)(x, y) = 1√
2πs

e
−x2
2s

1√
2π(t−s)

e
−(y−x)2

2(t−s)

・ t > sのとき、E(WsWt) = E(W 2
s + Ws(Wt −Ws)) = s

・ t > sのとき、E(Wt|Ws) = Ws +E(Wt−Ws|Ws) = Ws +E(Wt−Ws) = Ws,同様に E(Wt|Wu, u 5
s) = Ws よって　Wt はマルチンゲール。

*7 このガンマ分布、χ2 乗分布、ポアソン分布の関係は　ポアソン母集団の母平均の精密法（正規近似を使わないという意味での）（国
沢確率統計演習２統計９１ｐ）の根拠となるものである。



36 第 3章 確率過程要綱

3.6 第 3章の練習問題

■練習問題 3.1 3 枚の正しい硬貨がある。　それを同時に投げ、表の出た硬貨だけ取り除くという試行

を繰り返す。t 回目の試行の直後に残っている硬貨の枚数を Xt とおくとこれはマルコフ連鎖となるが

推移確率行列 P (第 i 行が硬貨の残り枚数が i − 1 枚に対応するとせよ) を求めよ。また P 2 を計算し、

(P (X4 = 0|X2 = 3), P (X4 = 1|X2 = 3), P (X4 = 2|X2 = 3), P (X4 = 3|X2 = 3)) を求めよ。

■練習問題 3.2 Xt がマルコフ連鎖であるとき、

P (X4 = x4∩X2 = x2 ∩X1 = x1|X3 = x3) = P (X4 = x4|X3 = x3)P (X2 = x2 ∩X1 = x1|X3 = x3)

を示せ。また、

P (X1 = x1|X2 = x2 ∩X3 = x3 ∩X4 = x4) = P (X1 = x1|X2 = x2) も示せ。

■練習問題 3.3 P =

(
1/3 2/3

1/4 3/4

)
のとき、(P (Xn = 1|X0 = 1)（つまり P (X0 = 1) = 1のときの P (Xn =

1)), P (Xn = 2|X0 = 1)), 定常分布~π を求めよ。

■練習問題 3.4 P =

(
1 0

1/3 2/3

)
で、(P (X0 = 1), P (X0 = 2)) = (1/4, 3/4)のとき、(P (Xn = 1), P (Xn =

2)), 定常分布~π を求めよ。

■練習問題 3.5 P =




1 0 0 0 0

0 1 0 0 0

0 0 1 0 0

1/8 2/8 1/8 2/8 2/8

2/8 0 3/8 1/8 2/8



　 のとき、吸収状態、過渡的状態、~πi, (i = 1, . . . , 5),

~ωi, (i = 1, 2, 3) を求めよ。

■練習問題 3.6 2 重マルコフ連鎖 Xt から作られるマルコフ連鎖 Yt = (Xt, Xt+1) のとる値は

{(1, 1), (2, 1), (1, 2), (2, 2)} の 4 個とする。また、Yt の推移確率行列 P は




1/3 0 2/3 0

1/2 0 1/2 0

0 1/2 0 1/2

0 1/3 0 2/3



とする

とき、Yt の定常分布, Xt の極限分布 lim
n→∞

(P (Xn = 1), P (Xn = 2))を求めよ。

■練習問題 3.7 推移確率行列 P =




1 0 0

2/3 1/3 0

4/9 4/9 1/9


 が与えられている。P (X0 = 1) = 1/2, P (X0 = 2) =

1/3, P (X0 = 3) = 1/6 のとき、(P (Xn = 1), P (Xn = 2), P (Xn = 3)) を求めよ。　

■練習問題 3.8 f を 1対 1写像とするとき、　 Xt がマルコフ過程なら、f(Xt)もマルコフ過程であること

を示せ。

■練習問題 3.9 Xt = Y1 · Y2 · · ·Yt, (X0 = 1)　

ここで Y1, Y2 . . . , Yt, . . . は独立で同分布な正値離散確率変数とする。

このとき、Xt は　マルコフ連鎖であることを示せ。
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■練習問題 3.10 Xt = Y1 · Y2 · · ·Yt, (X0 = 1)　

ここで Y1, Y2 . . . , Yt, . . . は独立で同分布な正値離散確率変数で平均 1とする。

このとき、Xt は　マルチンゲールであることを示せ。

■練習問題 3.11 Z2
t − t は　 ξ1, ξ2, . . . , ξt 　に関してマルチンゲールであることを示せ。

■練習問題 3.12 (Nt − λt)2 − λtは Nu に関してマルチンゲールであることを示せ。

■練習問題 3.13 (Wt)2 − tはWu に関してマルチンゲールであることを示せ。

■練習問題 3.14 E(Ns(Ns − 1)(Ns − 2)), E(N3
s ), t > sのとき、E(N2

s Nt) を求めよ。

■練習問題 3.15 E(W 3
t ), E(W 4

t ), E(eαWt), E(Wte
Wt), t > sとして, E(W 2

s W 2
t ) を求めよ。

■練習問題 3.16 3.4 節において、T2, Tn の密度関数を求めよ。また P (T2 > 3T1), P (T3 > 3T2 > 4T1)(∗)

を求めよ。

■練習問題 3.17(∗) Mt = max
0≤s≤t

Ws としたとき、(Mt,Wt)の同時密度関数は鏡像原理より、

f(Mt,Wt)(x, y) =

{
2(2x−y)√

2πt3
e−

(2x−y)2

2t x≥y, x≥0

0 その他

が知られている。（藤田岳彦著・ファイナンスの確率解析入門 or 数学セミナー連載「ランダムウォーク」）

これを用いてMt の密度関数 fMt(x), E(Mt), E(Mt
2), Mt −Wt の密度関数を求めよ。また |Wt|の密度関

数を求めよ。

■練習問題 3.18 {1, 2}値マルコフ連鎖があり、{1}は吸収状態,　 {2}は過渡的状態である。P (X0 = 2) = 1

とする。　初めて吸収状態 {1} に到達する時間 T = min{i|Xi = 1} の E(T )=6であった。 推移確率行列 P

を求めよ。

■練習問題 (∗)3.19 {1, 2, 3} 値マルコフ連鎖があり、{1} は吸収状態, 　 {2, 3} は過渡的状態である。　
初めて吸収状態 {1} に到達する時間 T = min{i|Xi = 1} の E(T ) = 9

4 , V (T ) = 39
16 である。また,

推移確率行列 P の固有値は　 1, 1
2 , 1

3 である。P (Xn = 1) を求めよ。(Hint: E(T ) =
∞∑

n=1

P (T = n),

∞∑
n=1

nP (T = n) =
∞∑

n=1

n

∞∑

i=n

P (T = i) =
∞∑

i=1

P (T = i)
i∑

n=1

n = E(
T (T + 1)

2
)

■練習問題 3.20 壺 Aは赤球 1個白球 2個、壺 Bは　赤球 2個白球 1個入っており、それぞれの壺から球を

1個取り出し交換する試行を繰り返す。　 n回の試行の直後の壺 Aの赤球の個数を Xn とする。X0 = 1 に注

意する。　明らかに Xn はマルコフ連鎖となるがその推移確率行列 P を求めよ。(第 i行が赤球 i − 1個に対

応するものとする。）(P (X2 = 0), P (X2 = 1), P (X2 = 2), P (X2 = 3)) を求めよ。またこのマルコフ連鎖は正

則 (P 3 > 0より)となるので極限分布 ~π = limn→∞(P (Xn = 0), P (Xn = 1), P (Xn = 2), P (Xn = 3)) が存

在するがそれを求めよ。　また P (Xn+1 = 1), P (Xn+1 = 2) をそれぞれ P (Xn = 0), P (Xn = 1), P (Xn =

2), P (Xn = 3) で表せ。　 an = P (Xn = 1) + P (Xn = 2) を求めよ。　
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■練習問題 3.21 正しい硬貨が 2枚ある。2枚同時に投げ、表が出た硬貨を取り除く試行を繰り返す。t回の試

行の直後の硬貨の枚数をXt とする。X0 = 2 に注意する。　明らかにXt はマルコフ連鎖となるがその推移確

率行列 P を求めよ。(第 i行が硬貨 i− 1枚に対応するものとする。） (P (X2 = 0), P (X2 = 1), P (X2 = 2)) を

求めよ。Pn を計算し、(P (Xn = 0), P (Xn = 1), P (Xn = 2)) を求めよ。　また,極限分布 limn→∞(P (Xn =

0), P (Xn = 1), P (Xn = 2)) を求めよ。

■練習問題 3.22 正しいサイコロを何回も投げる。　 i回目の目を Yi とし、Xn = Y1+Y2+· · ·+Yn, Zn = Xn

を 4で割った余りとする。次の問いに答えよ。

(a) Zn はあきらかに正則マルコフ連鎖であるが、その推移確率行列 P と極限確率 limn→∞((P (Zn =

0), P (Zn = 1), P (Zn = 2), P (Zn = 3)) を求めよ。

(b) T = min{i = 1|Yi = 6} =初めて 6の目が出た回数　と定義するとき、T の分布 (P (T = k) で答えても

良い。), E(T ), V (T ) を求めよ。

(c) XT = 初めて 6の目が出た回数までのサイコロの目の総計としたとき、　 E(XT |T ), V (XT |T ), E(XT ),

V (XT ) を求めよ。

以下の問題は　マルコフ連鎖でも解けるが漸化式を直接立てて解いたほうが早い問題である。また、他にも

漸化式や方程式を用いて求値する問題を集めておいた。

■練習問題 3.23 1回の試行で事象 Aの起こる確率が pとするとき、n回の独立試行で Aの起こる回数が偶

数となる確率を求めよ。

■練習問題 3.24 A,B, C の 3名と一個の球がある。　サイコロを投げて、1, 2の目がでたら、A,B の間で球

をやりとり (Aが球をもっていたら B に渡す。B が球をもっていたら Aに渡す。C が球を持っていたら何も

交換は行われない。)し、3, 4, 5, 6の目がでたら、A,C の間で球をやりとりする。最初は Aが球を持っている

ものとする。n回目にサイコロを投げた直後に Aが球を持っている確率を pn, B が球を持っている確率を qn,

C が球を持っている確率を rn とするとき 以下の問いに答えよ。

(1) pn+1 を pn, qn, rn で表せ。

(2) pn を求めよ。

■練習問題 3.25 箱 A,B のそれぞれに赤球 1個、白球 4個入っている。 一回の試行で　箱 Aの球 1個を箱

B の球 1個と交換する。n回の試行の後箱 Aに赤球 1個、白球 1個入っている確率を pn とする。　 pn を求

めよ。

■練習問題 3.26 サイコロを何回も投げるゲームをする。　 1 がでたら得点 1 を加え、2,3 が出たら得点 2

を加え, 4,5,6 が出たらそこでゲームをやめる。　ゲームを始める前の得点を 0 とするとき、得点 n でゲー

ムが終わる確率を pn とする。　 pn を求めよ。　またこのゲームの得点を X としたとき、平均得点 E(X),

E(X(X − 1)) を求めよ。
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■練習問題 3.27 ABC の 3人が　 ABCABCABC. . . . の順番で正しいサイコロを投げる。　最初に 6の目

を出した人が勝ちとする。　 Aが勝つ確率を求めよ。

■練習問題 3.28 A,B の二人が　 ABBABBABBABB. . . . の順番で　正しいサイコロを投げる。　 Aは

5か 6が出れば勝ち、B は 1が出れば勝ちとし、1回勝者が出たらそれ以降の試行は行わない。Aが勝つ確率

を求めよ。 また、勝者が決まるまでの試行回数を T とするとき、平均持続時間 E(T )を求めよ。

■練習問題 3.29 鉱夫が 3つのドアを持つ鉱山に閉じ込められた。 最初のドア Aを選ぶと 2時間で出口にた

どりつき、　 2番目のドア B を選ぶと 3時間後に始めの状態に戻り、3番目のドア C を選ぶと 5時間後に初

めの状態に戻ってしまう。　鉱夫は 3つのドアを確率 1
3 で選ぶとすると、出口にたどり着くまでの時間 T の

期待値 E(T ), 分散 V (T ) (∗) を求めよ。

■練習問題 3.30 表が出る確率が pの硬貨を独立に何回も投げる。

(1)はじめて表が出るまでの回数 T1 の期待値,分散を求めよ。また、 T1 が奇数回となる確率を求めよ。

(2)表が 2回でるまでの回数 T2 の期待値、分散を求めよ。

(3)初めて表が 2回続けて出るまでの回数 T3 の期待値を求めよ。

■練習問題 3.31 次のゲームの得点の期待値を求めよ。

硬貨 Aは　表が出る確率 p、　硬貨 B は表が出る確率 r である。　まず、硬貨 Aを投げ　表が出たら得点 1

を加え、次にまた硬貨 Aを投げる.　硬貨 Aの裏が出たら、次に硬貨 B を投げ、裏が出たらそこでゲームは

終了し、表が出たら得点を加えないで次に硬貨 Aを投げる. 以上を繰り返していくとする。

■練習問題 3.32 3人でじゃんけんを一人の勝者が決定するまで行う．　ただし負けた人はじゃんけんから除

いて次のじゃんけんを行う．

n回目のじゃんけんのすぐ後で残っている人数を Xn とするとき，((P (X0 = 3) = 1である．) 以下の問いに

答えよ．

　ただし，Xn = 1になった以降は Xn+1 = Xn+2 = · · · = 1とする．

(1)P (X1 = 3), P (X1 = 2), P (X1 = 1), P (X2 = 3), P (X2 = 2), P (X2 = 1)を求めよ．

(2)P (X4 = 2|X2 = 3), P (X4 = 2|X2 = 2), P (X4 = 2|X2 = 2, X1 = 3), P (X4 = 2|X2 = 2, X1 = 2)

P (X2 = 3|X3 = 2), P (X2 = 3|X4 = 2, X3 = 2) を求めよ．

(3)P (Xn = 3), P (Xn = 2), P (Xn = 1) を求めよ．

(4) n回目のじゃんけんで初めて一人の勝者が決まる確率を pn と一人の勝者が決まるまでのじゃんけんの期待

回数を求めよ．

■練習問題 3.33 正しいサイコロを n 回投げるとき，i 回目の目を Xi とする．Yn = max(X1, X2, . . . , Xn)

とするとき，以下を求めよ．

(1) k = 1, 2, . . . , 6として　 P (Yn 5 k) (2)P (Yn = k) (3)E(Yn) (4)V (Yn)

(5)limn→∞E(Yn) , )limn→∞ V (Yn)
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(6)また，X0 = Z0 = 4　として　 Zn = max(X0, X1, . . . , Xn)とするとき，Zn は　マルコフ連鎖となるが

その推移確率行列を求めよ．

(7)P (Zn = 4), P (Zn = 5), P (Zn = 6)　の満たす漸化式を作りそれらを求めよ．
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第 4章

シミュレーション要綱

4.1 シミュレーションとは

確率変数 X の密度関数を f(x)とすると、

E[g(X)] =
∫ +∞

−∞
g(x)f(x)dx

これを解析的に定積分を計算することで求めるのではなく、モンテカルロ法によって求める

X1, X2, . . . , Xn を独立で同分布 Xi ∼ X とすると、

大数の強法則より lim
n→∞

g(X1) + · · ·+ g(Xn)
n

= E(g(X))

つまり、独立確率変数列 X1, X2, . . . , Xn を作ることができれば、それを g(x) に代入し平均をとることによ

り、定積分の近似値を得ることができるのである。

また、誤差評価や収束するスピードは

中心極限定理より
g(X1)+···+g(Xn)

n − E(g(X1))√
V (g(X1))

n

n→∞−−−−→ N(0, 1)

となり、つまり、 g(X1)+···+g(Xn)
n − E(g(X1)) =

√
V (g(X1))

n N(0, 1) + o( 1√
n
)　であり、収束オーダーは 1√

n

で、その係数が
√

V (g(X1))
n であることより、　この分散項を小さくすれば誤差評価は良くなる。（後に見る分

散減少法)

4.2 確率変数を生成する技法

この節では　一様乱数を用いて与えられた確率分布を持つ確率変数を生成する方法を述べる。まず一般論を

述べていくが、各具体的確率分布に対する生成方法は第 6章を参照して欲しい。

4.2.1 逆関数法

まず、一様分布に従う確率変数 U から密度関数 f(x)を持つ確率変数 X を作ってみよう。

■逆関数法 X の分布関数を F (x)つまり F (x) = P (X ≤ x)これは一般に単調非減少関数であるが、とくに

単調増加を仮定する。すると、F の逆関数が存在し、それを y = F−1(x)とする。
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■定理 X = F−1(U)とすると、X の分布関数は F (x)

(∵ P (X ≤ x) = P (F−1(U) ≤ x) = P (U ≤ F (x)) = F (x) )

■例 (一様乱数から指数分布を作る) y = 1 − e−λx ⇐⇒ x = − log(1−y)
λ より、− log(1−U)

λ ∼ − log(U)
λ ∼

Exp(λ) (平均 1
λ の指数分布)

■離散型の逆関数法 例えば　 P (X = x1) = p1, P (X = x2) = p2, P (X = x3) = p3 (p1 + p2 + p3 = 1) と

なる確率分布を作りたければ

U 5 p1 −→ X = x1

p1 < U 5 p1 + p2 −→ X = x2

p1 + p2 < U 5 p1 + p2 + p3 = 1 −→ X = x3

のように X の値を決めればよい。

4.2.2 棄却法

■棄却法 (rejection method) ∃c, ∀y, f(y) ≤ cg(y)とする。g がシミュレートできるという条件のもとで、f

をシミュレートする

手順 1 Y の密度が g である Y をとってくる.(例えば逆関数法で作る.)

手順 2 U ∼ U(0, 1)をとってくる

手順 3 U ≤ f(Y )
cg(Y ) なら X = Y (X として Y をとる.)，U > f(Y )

cg(Y ) なら (何もしないで)手順 1にもどる

■定理 X の密度関数は f

証明

P (X ≤ x) = P (Y ≤ x|U ≤ f(Y )
cg(Y )

) =
P (Y ≤ x ∩ U ≤ f(Y )

cg(Y ) )

P (U ≤ f(Y )
cg(Y ) )

=
E( f(Y )

cg(Y ) ∩ Y ≤ x)

E( f(Y )
cg(Y ) )

=

∫ x

−∞
f(u)
cg(u)g(u)du

∫∞
−∞

f(u)
cg(u)g(u)du

=

∫ x

−∞ f(u)du∫∞
−∞ f(u)du

=
∫ x

−∞
f(u)du

■例 Γ(2, 2) を Exp(1) から棄却法を用いて作る。 fΓ(2,2)(x)

fExp(1)(x) = 4xe−x より、 上の c= 4
e . 後は逆関数法を注

意し上の手順に従えばよい。つまり、手順１．独立な U1, U2 ∼ U(0, 1) を用意し まず − log U1 を作る。

手順２．U2 5 −eU1 log U1なら− log U1 を採用。そうでなければ何もしないで手順 1. に戻る。

を繰り返せばよい。　ここで　 − log U1 ∼ Exp(1)　に注意しておく。

4.2.3 合成法

離散と連続の逆関数法を両方用いて混合分布 (確率分布の mixture、確率密度関数 (resp.確率分布関数)た

ちの凸結合を確率密度関数 (resp. 確率分布関数)とする確率分布)をシミュレートできる。具体的には次のよ

うにする。
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■合成法 f(x) = h1g1(x) + h2g2(x) + h3g3(x) , h1, h2, h3 ≥ 0, h1 + h2 + h3 = 1で、gi はシミュレートで

きると仮定すると、次の示す合成法によって密度関数 f(x)をもつ Y が作れる。

Fi(x) =
∫ x

−∞ gi(u)duとすると、F−1
i (U2) (U2 ∼ U(0, 1))の密度は gi(x)

すると、

0 5 U1 5 h1 −→ Y = F−1
1 (U2)

h1 < U1 5 h1 + h2 −→ Y = F−1
2 (U2)

h1 + h2 < U1 5 h1 + h2 + h3 = 1 −→ Y = F−1
3 (U2)

とすれば、Y の密度は h1g1(x) + h2g2(x) + h3g3(x)

証明

Fy(x) = P (Y ≤ x) = P (F−1
1 (U2) ≤ x ∩ 0 ≤ U1 ≤ h1) + P (F−1

2 (U2) ≤ x ∩ h1 ≤ U1 ≤ h1 + h2)

+ P (F−1
3 (U2) ≤ x ∩ h1 + h2 ≤ U1 ≤ 1)

= P (F−1
1 (U2) ≤ x)P (0 ≤ U1 ≤ h1) + P (F−1

2 (U2) ≤ x)P (h1 ≤ U1 ≤ h1 + h2)

+ P (F−1
3 (U2) ≤ x)P (h1 + h2 ≤ U1 ≤ 1)

= h1

∫ x

−∞
g1(u)du + h2

∫ x

−∞
g2(u)du + h3

∫ x

−∞
g3(u)du

■例 fX(x) =





4
5x3 + 12

5 x2 0 < x < 1

0 その他
となる確率変数 X を合成法を用いて作れ．

(答え）

U1, U2 ∼ U(0, 1)で独立なものをとり，

0 5 U1 < 1/5なら　 X = U2
1/4 ととり，1/5 5 U1 5 1なら　 X = U2

1/3 ととればよい．

(注意) この X の分布関数の逆関数は複雑なので，このような X をシミュレートするには合成法か棄却法

(fU (x) = 1 (0 < x < 1)に対しての）で作るとよい．

注意

密度関数 fXi(x)を持つ確率変数 Xi とし、それらと独立な離散確率変数 I を P (I = i) = pi (i = 1, 2, 3)

をとると、XI ∼ Y となる。　このような場合や、確率分布のパラメータがまた確率変数の場合を　確率変数

の混合 (mixture)という。第 6章で諸例をいろいろあげているので　参照されたい。

4.3 分散減少法

すでに　 introduction で述べたが、2乗平均誤差の立場で誤差評価を述べ直しておく。

θ = E(g(X)) =
∫ ∞

−∞
g(x)f(x)dx (X の密度 f(x))

θ̂n =
1
n

n∑

i=1

g(Xi) , X1, . . . , Xnは独立で、Xiの密度 f

すると、E(θ̂n) =
1
n

n∑

i=1

E(g(Xi)) =
1
n

nθ = θ
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また、V (θ̂n) =
1
n

n∑

i=1

V ar(g(x)) =
σ2

n

すると、V (θ̂n) = E((θ̂n − θ)2) =
σ2

n
つまり、

√
E((θ̂n − θ)2) =

σ√
n

モンテカルロ法による標準誤差（平均２乗誤差の平方根）は σ√
n

つまり、モンテカルロ法により θ を推定する場合の標準誤差は
√

n
−1 のオーダー ,これを、O( 1√

n
)

ここで、分散 σ2 の部分を減らせば、シミュレーションの効率は上がる。

4.3.1 負の相関法

V ( 1
2 (X + Y )) = 1

4V (X) + 1
4V (Y ) + 1

2Cov(X,Y ) = 1
2σ2 + 1

2Cov(X, Y )

ここで、Cov(X, Y ) < 0なら、もっと分散は小さくなり、シミュレーションの精度を上げることができる。

■定理 f, g が増加関数なら、Cov(f(X), g(X)) = E(f(X)g(X))− E(f(X))E(g(X)) ≥ 0

証明

f(x) ≥ f(y) À g(x) ≥ g(y)より、(f(x)− f(y))(g(x)− g(y)) ≥ 0

∴ X, Y を独立で、X ∼ Y とすると、

0 ≤ E((f(X)− f(Y ))(g(X)− g(Y ))) = 2 (E(f(X)g(X))− E(f(X))E(g(X)))

すると、U ∼ U(0, 1), hを増加関数*1とすると、

Cov(h(U), h(1− U)) ≤ 0 (∵ −h(1− x)は増加関数)

つまり、U1, U2, . . . , Un をとってくれば、1− U1, 1− U2, . . . , 1− Un もシミュレーションに使えば分散減少す

ることがわかる.

■例 g(x) = 1
1+x として、　 E(g(U)) =

∫ 1

0
1

1+xdx = log 2, V (g(U)) = 1/2− (log 2)2

すると、U1, U2, . . . , U2M の 2M 個の一様乱数を用いると

V ( 1
2M

2M∑

i=1

g(Ui)) =
V (g(U)

2M
=

1/2− (log 2)2

2M
=

0.019547
2M

また、Cov(g(U), g(1− U)) = 2 log 2
3 − (log 2)2 = −0.0183549 より、

負の相関法を用い, U1, U2, . . . , UM , 1− U1, 1− U2, . . . , 1− UM を一様乱数を用いると

V ( 1
2M

M∑

i=1

(g(Ui) + g(1 − Ui))) =
V (g(U)) + Cov(g(U), g(1− U))

2M
=

0.001192
2M

とかなり分散が減少してお

り、シミュレーションの精度が良くなる。

*1 減少関数でもよい。　増加と減少が混在すればそのままではまずいが　増加の区間と減少の区間を分けて考えればよい。
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4.3.2 制御変量法

θ̂
(3)
n = 1

n

∑n
i=1(g(Xi) + c(h(Xi)− θh)) ここで、E(h(Xi)) = θhは既知と仮定 すると、

V (θ̂(3)
n ) =

1
n

V (g(X) + c(h(X)− θh))

=
1
n

(
V (g(X)) + 2cCov(g(X), h(X)) + c2V (h(X))

)

=
1
n

(
V (h(X))

(
c +

Cov(g(X), h(X))
V (h(X))

)2

+ V (g(X))− (Cov(g(X), h(X)))2

V (h(X))

)

∴ c = −Cov(g(X), h(X))
V (h(X))

ととると、分散は最小となり

このとき、

V (θ̂(3)
n ) =

1
n

(
V (g(X))− (Cov(g(X), h(X)))2

V (h(X))

)
≤ 1

n
V (g(X)) = V (θ̂n)となる

ここで、
V (θ̂(3)

n )

V (θ̂n)
= 1− (Cov(g(X), h(X)))2

V (h(X))V (g(X))
= 1− Corr(g(X), h(X))2

この方法によって、どれだけ分散減少するかもシミュレーションの結果を用いて推定する

Ĉov[g(X), h(X)] =
1

n− 1

n∑

i=1

(g(Xi)− ĝ(X))(h(Xi)− ĥ(X))

V̂ ar[h(X)] =
1

n− 1

n∑

i=1

(
h(Xi)− ĥ(X)

)2

ここで、̂g(X) =
1
n

n∑

i=1

g(Xi), ĥ(X) =
1
n

n∑

i=1

h(Xi)

cをĉ∗ = − Ĉov[g(X), h(X)]

V̂ ar[h(X)]
で推定する

以上より、

θ̂(3)
n = ĝ(X)− Ĉov[g(X), h(X)]

V̂ ar[h(X)]
(ĥ(X)− θh)ととれば　標本値だけで計算できる。

■例 g(U) = exp(U),制御変量として、h(U) = U

E(h(U)) = E(U) = 1
2 , V ar(h(U)) = V ar(U) = 1

12

Cov(g(U), h(U)) = Cov(eU , U) = E(eUU)− E(eU )E(U) =
∫ 1

0
xeedx− e−1

2 = 1− e−1
2 + 0.140859086

V ar(g(U)) = V ar(eU ) = e2−1
2 − (e− 1)2 + 0.242035607

V ar(θ̂n) = 1
nV ar(eU ) = 1

n0.242035607

V ar(θ̂(3)
n ) = 1

n

(
V ar(eU )− Cov(eU ,U)2

V ar(U)

)
= 1

n

(
V ar(eU )− 12Cov(eU , U)2

)
= 1

n0.0394022292
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4.4 第 4章の練習問題

■練習問題 4.1 (1) U1, . . . , Un ∼ U(0, 1)で独立とする。

X = max(U1, . . . , Un)の分布関数、密度関数を求めよ。

(2) X を U から逆関数法で作れ。また、Y = min(U1, . . . , Un)も同様にせよ

■練習問題 4.2 P (X > 0) = 1なる確率変数 X の分布関数を F (x)とする。以下の確率変数の分布関数を求

めよ。

(1) X2 (2)
√

X (3)(∗) sin X (4) h(X) (hは単調増加) (5) F (X) (6) (F (X))2 (7) h(F (X))

■練習問題 4.3 g(x) = λe−λx (x > 0)ととって rejection method を行い、N(0, 1)を作れ。λ = 1が最適を

示せ。

■練習問題 4.4(∗) (eのシミュレーション)

(1)N = min{n|∑n
i=1 Ui > 1}のとき、E(N) = eを示せ。V (N)も求めよ。ただし、U1, . . . , Un は独立で同

分布、Ui ∼ U(0, 1)とする。

(2)M = min{n|U1 ≤ U2 ≤ · · · ≤ Un−1 > Un}のとき、E(M) = eを示せ。V (M)も求めよ。

■練習問題 4.5 g(x) = sin π
2 xに対して、4.3.1の負の相関法を適用せよ。

■練習問題 4.6 練習問題 4.4の (1)で、負の相関法を用いればどうなるか調べてみよ

■練習問題 4.7 4.3.2の例題で制御変量として、h(X) = X2 をとればどうか？

また、(g(X) =
√

1−X2, h(X) = X), (g(X) =
√

1−X2, h(X) = X2)の場合も調べてみよ

■練習問題 4.8 密度関数 g(x)および c,rejection method を用いて密度関数 f(x)を有する確率変数を生成し

たい。

f(x) = 30x2(1− x)2 (0 < x < 1)

g(x) = 1 (0 < x < 1)

定数 cを適当に定めることにより、確率変数を求めるための繰り返し回数を最小にしたい。cを求めよ。また、

繰り返し回数の平均値を求めよ。

■練習問題 4.9 株価の変動をシミュレートした

１．株価は幾何ブラウン運動するとし、µ = 0.1, σ2 = 0.04とする

２．時間の単位はステップ毎に 1とする。つまり、Si を i時点の株価とすると、Si+1 = Si×eN(µ,σ2)

３．株価変動は分布の逆関数法で作られるものとする

４．t = 0における価格は 100とする

５．[0,1]区間の一様分布の確率変数が a, bと与えられ、それぞれ Φ−1(a) = 1.2, Φ−1(b) = −0.6

ここで、Φ(x) = P (N(0, 1)≤x)であったとする

シミュレーションの結果、t = 1における価格が F , t = 2における価格が Gであったとする。

このとき、GF を求めよ。
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■練習問題 4.10 混合分布 Y をシミュレートしたい。

Y は、確率 0.4で平均 1.6の指数分布に従い、確率 0.6で平均 4の指数分布に従うものとする。[0,1]上の一様

分布に従う確率変数として、0.6, 0.25をこの順で得た。

シミュレーションの結果 Y を求めよ。ただし、始めの一様確率変数の値で合成法によりどちらの指数分布かを

決めるものとし、後の一様確率変数の値で逆関数法により Y の値を決定することとする。

■練習問題 4.11 密度関数 fX(x) =





3
2e−3x (x > 0)

3
2e3x (x < 0)

を持つ確率変数 X をシミュレートせよ。（一様確率

変数から生成せよ。)

■練習問題 4.12 a, b > 0 として、次の分布関数を持つ確率変数 X(ワイブル分布)をシミュレートせよ。

FX(x) = 1− e−axb

x = 0

■練習問題 4.13 a, b > 0 として、次の分布関数を持つ確率変数 X(極値分布の 1種)をシミュレートせよ。

FX(x) = e−e−x −∞ < x < ∞

■練習問題 4.14 Xiの分布関数を Fi とし、それぞれ Xi = gi(U) とシミュレートできるものとする。この

とき、FX(x) = Πn
i=1Fi(x), FY (x) = 1− Πn

i=1(1− Fi(x)) を分布関数に持つ確率変数 X, Y をシミュレート

せよ。

■練習問題 4.15 密度関数 fX(x) = 1
6e−x + 2

3e−2x + 3
2e−3x (x > 0) を持つ確率変数 X をシミュレート

せよ。

■練習問題 4.16 次の分布関数を持つ確率変数 X をシミュレートせよ。

FX(x) =

{
1
4 (1− e−2x) + 3

4x (0 5 x 5 1)
1
4 (1− e−2x) + 3

4 (x = 1)

■練習問題 4.17 次の分布関数を持つ確率変数 X をシミュレートせよ。

FX(x) =

{
4
5 (1− e−5x) + 1

5x2 (0 5 x 5 1)
4
5 (1− e−5x) + 1

5 (x = 1)

■練習問題 (∗)4.18 2次元確率変数 (X, Y ) をシミュレートする方法として、

(a)周辺分布 X と、X = x のもとで Y の条件付分布を求め、この順番でシミュレートする方法

(b)独立確率変数の関数で表し、その独立確率変数をシミュレートする方法

などがある。

以下の分布をシミュレートせよ。

(1) 3項分布mul(n, p1, p2)

(2)(X, Y ) の同時密度関数が、　 f(X,Y )(x, y) =





2 (x > 0, y > 0, x + y < 1)

0 その他

(3)N(
(
µ1
µ2

)
,

(
σ2

1 ρσ1σ2

ρσ1σ2 σ2

)
)
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■練習問題 4.19 次の密度関数を持つ確率変数 X をシミュレートせよ。(U ∼ U(0, 1) で逆関数を用いて作

れ。)

(a)

fX(x) =
1
π

1
1 + x2

(−∞ < x < ∞)

(b)

fX(x) =

{
2(1− x) (0 < x < 1)
0 (その他)

(c)

fX(x) =

{
2

log 2
x

1+x2 (0 < x < 1)
0 (その他)

(d)

fX(x) =

{
2
π

1√
1−x2 (0 < x < 1)

0 (その他)

■練習問題 4.20 X1 ∼ X2 ∼ N(0, 1) で独立とする。　
√

X2
1 + X2

2 をシミュレートせよ。。(U ∼ U(0, 1) で

逆関数を用いて作れ。)

■練習問題 4.21
∫ 1

0
xexdx を U1, U2, . . . , U2M の 2M 個の一様乱数を用いてモンテカルロシミュレーション

したときの誤差の分散　と　負の相関法（U1, U2, . . . , UM , 1 − U1, 1 − U2, . . . , 1 − UM の 2M 個の一様乱数

を用いた場合) の誤差の分散を計算せよ。

■練習問題 4.22
∫ 1

0
e−xdx を U1, U2, . . . , U2M の 2M 個の一様乱数を用いてモンテカルロシミュレーション

したときの誤差の分散　と　負の相関法（U1, U2, . . . , UM , 1 − U1, 1 − U2, . . . , 1 − UM の 2M 個の一様乱数

を用いた場合) の誤差の分散を計算せよ。

■練習問題 4.23
∫ 1

0
xexdx を制御変量 h(U) = U をとってモンテカルロシミュレーションしたときの誤差項

の分散を計算し、制御変量をとらずに n個の一様乱数でシミュレートした場合の誤差項の分散も計算せよ。制

御変量 h(U) = U2 の場合、制御変量 h(U) = eU の場合も計算せよ。

■練習問題 (∗)4.24 X は　 P (X > 0) = 1 で分布関数 FX(x) = x(1− e−1/x)　 (0 < x < ∞)を持つとす

る。以下の問いに答えよ。

(1) 1
A ∼ Exp(1)で　 A = aのもとで　 Y ∼ U(0, a) である確率変数 Y の分布関数を求めよ。

(2) X をシミュレートせよ。
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線形計画法要綱

5.1 線形計画法とは

(
a11 a12 a13

a21 a22 a23

) 


x1

x2

x3


 ≤

(
b1

b2

)
,




x1

x2

x3


 ≥ 0の制約条件の下で、

z =
(
c1 c2 c3

)



x1

x2

x3


を最大化する。

以下では　 maxと書いたら最大化する意味とする。

例 z = x + y を max

ただし、
(

1 4
4 1

) (
x
y

)
≤

(
50
50

)
,

(
x
y

)
≥ 0

(x, y) = (10, 10)のとき、最大値 20

5.2 標準形の線形計画法

5.1の例題を、スラック変数を導入し、z = x + y + 0u + 0v

ただし、x + 4y + u = 50, 4x + y + v = 50, x, y, u, v ≥ 0*1

これの行列ベクトル表現は、

z =
(
1 1 0 0

)



x
y
u
v


をmax

ただし、
(

1 4 1 0
4 1 0 1

)



x
y
u
v


 =

(
50
50

)
,




x
y
u
v


 ≥ 0

*1 このように 50と x + 4y の差は非負となりそれを u とおく。　なお、スラック (slack)という単語はゆるみという意味である。
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実行可能領域M =








x
y
u
v




∣∣∣∣∣
(

1 4 1 0
4 1 0 1

)



x
y
u
v


 =

(
50
50

)
,




x
y
u
v


 ≥ 0





このように変形したものを　標準形の線形計画法 (標準 L.P.(Linear Programming))という。また、目的関

数 z が最小とするものは、標準形では z′ = −z が最大という問題に変形しておく。

5.3 頂点 (端点)の求め方

■凸集合 M ⊂ Rn が凸集合であるとは、∀~x ∈ M, ∀~y ∈ M, ∀t (0 ≤ t ≤ 1), t~x + (1− t)~y ∈ M

■標準 L.P.の実行可能領域 M = {~x|A~x = ~b, ~x ≥ 0}は Rn の凸集合

∵ A~x = ~b, ~x ≥ 0, A~y = ~b, ~y ≥ 0とすると、A(t~x + (1− t)~y) = tA~x + (1− t)A~y = t~b + (1− t)~b = ~b

0 ≤ t ≤ 1より、t~x + (1− t)~y ≥ 0, ∴ t~x + (1− t)~y ∈ M

■凸集合の頂点 ~x が凸集合M の頂点 (端点) であるとは、~x = ~y+~z
2 (~y ∈ M,~z ∈ M,~y 6= ~z) とは書けない

こと

■定理

M = {~x | (~a1,~a2,~a3,~a4,~a5)




x1

x2

x3

x4

x5




= ~b,




x1

x2

x3

x4

x5



≥ 0} ⊂ R5

ここで、~a1, . . . ,~a5,~b ∈ R3 とする

{1, 2, 3, 4, 5} ⊃ {i, j, k}として、xi~ai + xj~aj + xk~ak = ~bで、

� xi < 0 or xj < 0 or xk < 0 → ~̃x 6∈ M

� xi ≥ 0かつ xj ≥ 0かつ xk ≥ 0かつ ~ai,~aj ,~ak が 1次独立 → ~̃xはM の頂点 (このとき、~ai,~aj ,~ak を

頂点を表す基底、xi, xj , xk を基底変数という)

� xi ≥ 0かつ xj ≥ 0かつ xk ≥ 0かつ ~ai,~aj ,~ak が 1次従属 → ~̃xはM の頂点ではない

（ここで、~̃x の定義は　 ~x で選んだ i, j, k 以外の成分は 0としたもの.)

　 (参考 ~ai,~aj ,~ak が一次独立であるとは、αi~ai + αj~aj + αk~ak = ~0 → αi = αj = αk = 0

~ai,~aj ,~ak が一次従属であるとは、一次独立でないこと

つまり、αi 6= 0 ∪ αj 6= 0 ∪ αk 6= 0となる αi, αj , αk が存在し、αi~ai + αj~aj + αk~ak = ~0)

まとめると、頂点（端点）の求め方は　~b がm次元ベクトルのときは、n個の ~ai からm個取り出しそれら

で~b の１次結合を作ったとき、上のケース�だけ取り出せばよい。また、最大
(

n
m

)
通り調べる必要があるがそ

のうちで選んだ m個のベクトルたちが 1次独立なものだけを調べると良い。また、m + 1個以上は必ず 1次

従属となるので調べなくてもよい。
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■例題

M =








x1

x2

x3

x4




∣∣∣∣∣
(

1 5 1 0
1 1 0 1

)



x1

x2

x3

x4


 =

(
180
100

)
,




x1

x2

x3

x4


 ≥ 0




の頂点を求めよ

■解 ~a1 =
(
1
1

)
, ~a2 =

(
5
1

)
,~a3 =

(
1
0

)
, ~a4 =

(
0
1

)
とおく。

i 6= j なら ~ai,~aj は一次独立は明らか。よって、
(
4
2

)
= 6個全て調べる

� ~a1,~a2 のとき、P1 =




80

20

0

0



はM の頂点 , � ~a1,~a3 のとき、P2 =




100

0

80

0



はM の頂点

� ~a1,~a4 のとき、




180

0

0

−80



6∈ M , � ~a2,~a3 のとき、




0

100

−320

0



6∈ M

� ~a2,~a4 のとき、P3 =




0

36

0

64



はM の頂点 , � ~a3,~a4 のとき、P4 =




0

0

180

100



はM の頂点

また、次の定理が成立することも頂点の定義より、ほぼ明らかである。

■定理 線形計画法において　最大値は（存在するなら）頂点でとられる。*2

¤

これでさらに z = 6x1 + 12x2をmaxという目的関数であったとすると、

P1で z = 720, P2で z = 600, P3で z = 432, P4で z = 0より、




x1

x2

x3

x4




=




80

20

0

0



で、

z は最大値 720をとることがわかる

■練習問題 　上で、z′ = −6x1 + 12x2, z
′′ = 6x1 − 6x2 それぞれの最大値を求めよ.

答え　 z′は P3で最大値 432をとり、　 z′′は P2で最大値 600をとる。

*2 z = x + y を maxただし、x− y 5 2, x, y = 0 のように最大値が存在しない (最大値=+∞)場合もある。　これは　後のシン
プレックス法でいうと　目的行 (目的関数に対応する行（最下行、下線の下の行)の負の係数の同じ列の上の係数がすべて負となる
ものが存在することであり、この例を実際書いてみると良い。
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5.4 シンプレックス法

*3

■シンプレックス基準 ここでは、頂点を表現する基底のとりかえによって、目的関数の値を増やすことを考

える

具体的に例題で見てみよう

z = 2x1 + x2をmax

制約条件 x1 + x2 ≤ 5, 3x1 + x2 ≤ 10, x1 ≥ 0, x2 ≥ 0

スラック変数を用いて、標準化すると、

z = 2x1 + x2 + 0x3 + 0x4をmax

x1 + x2 + x3 = 5, 3x1 + x2 + x4 = 10, x1 ≥ 0, x2 ≥ 0, x3 ≥ 0, x4 ≥ 0

行列表現すると、

z =
(
2 1 0 0

)



x1

x2

x3

x4




(
1 1 1 0
3 1 0 1

)



x1

x2

x3

x4


 =

(
5
10

)

これを、−2x1 − x2 + 0x3 + 0x4 + z = 0も入れ、




1 1 1 0 0
3 1 0 1 0
−2 −1 0 0 1







x1

x2

x3

x4

z




=




5
10
0


と考える

この式は、頂点




0

0

5

10



において目的関数 z の値が 0であることを示している

これを、頂点を表す基底 {~a3, ~a4}*4から {~a1, ~a3}, {~a1, ~a4}, {~a2, ~a3}, {~a2, ~a4}のどれかに変更することによ
り目的関数 z の値を増やすが、目的行の負の係数のうち一番小さいものが　-2 なので　まず第 1列を選ぶ。

この第 1列をピボット列という。　つまり、頂点を表す基底を {~a1, ~a3}, {~a1, ~a4}のどちらかに変更する。 5
1

と10
3 を比べれば、

10
3 の方が小さいので、

10
3 を選び、したがって基底を {~a1, ~a3}に変更する。この選んだ第 2

行をピボット行、(2,1)成分（第 2行、第 1列要素でこの場合は 3©)をピボット成分という。*5　

*3 ここでは、元のアクチュアリ-会テキストのやりかたを変更した。元のテキストの方法は数学的には正しいが、実際に解くには時間
がかかる (目的関数の値の増やし方がしらみつぶしになる)ため、本節でのシンプレックス法を採用した。

*4 このように頂点を表す基底がすぐにとれるのはスラック変数に対応する基底で、そうなるためには制約条件の定数のところ（例題
の場合は 5,10) が正であることが必要である。そうでない場合は、例えば　罰金法などでまず出発する頂点を見つけねばならず、
これに関しては下にあげた　参考書参照

*5 この部分が　元のテキスト 5-17 での　「最初の基底 ~a1, ~a2, . . . , ~am から　 ~a2 を外して、~ai を導入」　の部分に対応している。
　つまり、頂点を表す基底 ~a3, ~a4 から　 ~a4 を外して、 ~a1 を導入することにより、目的関数の値を上昇させたのである。
さらにやや発展的な話題を含めた参考書として　ファイナンスの最適化入門　藤田岳彦著　講談社　をあげておく。
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つまり、

1 1 1 0 0 5
3© 1 0 1 0 10
−2 −1 0 0 1 0

→
1 1 1 0 0 5
1 1

3 0 1
3 0 10

3

−2 −1 0 0 1 0
→

0 2
3 1 − 1

3 0 5
3

1 1
3 0 1

3 0 10
3

0 −1
3 0 2

3 1 20
3

—————————————————————————————————————————–

一般的に示すと、

a ∗ ∗ ∗ ∗ a′

b ∗ ∗ ∗ ∗ b′

c ∗ ∗ ∗ ∗ c′
で、a > 0, b > 0, c < 0とすると、

２行目で掃き出すと
a ∗ ∗ ∗ ∗ a′

1 ∗ ∗ ∗ ∗ b′
b

c ∗ ∗ ∗ ∗ c′
→

0 ∗ ∗ ∗ ∗ a′ − a b′
b

1 ∗ ∗ ∗ ∗ b′
b

0 ∗ ∗ ∗ ∗ c′ − c b′
b

となり、

ここで a′ − a b′
b ≥ 0 À a′

a ≥ b′
b となり、これが

a′
a ≥ b′

b のうち小さい方を選ぶ理由で、

このとき目的関数の値は c′ − c b′
b − c′ = (−c) b′

b ≥ 0となり、(−c) b′
b 上昇している。

—————————————————————————————————————————–

さらに、− 1
3 < 0より、基底を {~a1, ~a3}から基底 {~a1, ~a2}か基底 {~a2, ~a3}に選べば目的関数の値は上昇す

る。
5
3
2
3

= 5
2 ,

10
3
1
3

= 10より、１行目を選ぶ

0 1 3
2 − 1

2 0 5
2

1 1
3 0 1

3 0 10
3

0 − 1
3 0 2

3 1 20
3

→
0 1 3

2 − 1
2 0 5

2
1 0 − 1

2
1
2 0 5

2

0 0 1
2

1
2 1 15

2

以上より最適（目的行の係数がすべて非負だから）*6

■まとめ

1© 標準線形計画問題に直す

2© 出発する頂点をとってくる。簡単なのはスラック変数から作られる頂点

3© 頂点を (隣に)*7移動させること。このとき、まず　ピボット列を選び、その後ピボット行を選ぶ。基底

の変更を示した手順どおりに行うと目的関数の値は上昇する。

4© これが最適かどうか（目的行の係数がすべて非負かどうか？）を判定し、最適でなければ�に戻りこの

サイクルを繰り返す。

*6 1/2u + 1/6v + z = 15/2 より、u = v = 0 のとき　 z は最大となる。このように　目的行の係数がすべて非負になるまでシンプ
レックス法をやり続ける。

*7 頂点を表す基底を作るベクトルの一つだけを取り換えることが　隣に移動することの定義である。
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5.5 第 5章の練習問題

■練習問題 5.1 次の標準線型計画法の実行可能領域 {~x|A~x = ~b, ~x = 0, ~x ∈ Rn} = {~x|( ~a1, ~a2, . . . , ~an)~x =
~b, ~x = 0, ~x = t(x1, x2, . . . , xn) }
の頂点を求めよ。

また、それぞれで与えられた目的関数に関する線形計画問題を解け。

(1)A =

(
3 −1 3

1 −1 1

)
, ~b =

(
9
1

)

　 (1.1)w = 2x1 + x2 + x3

　 (1.2)w = x1 − x2 + 3x3

(2)A = (1, 2, 3),~b = 4

(2.1) w = x1 + x2 + x3

(2.2) w = 2x1 − x2 + 6x3

(3) A =




1 0 4 0

0 1 5 0

0 0 3 1


 , ~b =




6

6

3




(3.3) w = x1 + x2 + x3 + x4

(3.4) w = −10x1 + x2 − x3 − x4

■練習問題 5.2 次のモデリングテキストの練習問題 5.7.1を標準形に直した上でシンプレックス法で解け。

(1)w = x + y をmax

条件 3x + y 5 12, x + 3y 5 12, x, y = 0

(2)w = x + 2y をmax

条件 x + y 5 5, x + 3y 5 12, 3x + y 5 10, x, y = 0

(3)w = x + y をmax

条件 4x + y 5 8, x + 2y 5 10, 10x + y 5 15, x, y = 0

(4)w = 3x + 2y を max

条件 6x + 15y 5 390, 2x + y 5 40, x, y = 0
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(5)w = x + 2y + z を max

条件 x + y + z 5 18, x + 3y + z 5 21, 3x + y + z 5 24, x, y, z = 0

(6)w = 2x + y + z を max

条件 x + y + z 5 18, x + 3y + z 5 21, 4x + y + z 5 24, x, y, z = 0
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第 6章

確率・統計のまとめ

6.1 確率の基礎

■確率空間 • Ω =標本空間（任意の集合）

【例】

Ω = {ω1, ω2, · · · , ωn}=有限標本空間
Ω = {ω1, ω2, · · · , ωn, · · · }=可算標本空間
Ω = [0, 1]=非可算標本空間

• 標本空間の部分集合を事象という。
• Aを事象とするとき、P (A) =事象 Aが起こる確率 (0≤P (A)≤1)が決まり、

Ai∩Aj = ∅(i6=j) (排反のとき)

P
(⋃∞

i=1
Ai

)
=

∞∑

i=1

P (Ai) (可算加法性)

を満たすとき、P を確率（測度）という。

この時、A∩B = ∅ =⇒ P (A∪B) = P (A) + P (B)

一般には、P (A∪B) = P (A) + P (B)− P (A∩B) などが成立する。

この (Ω, 事象全体, P )の組を確率空間という。　これは、Ω が同じでも正しいサイコロとインチキなサイコロ

のように P の部分が違うと異なる確率空間と考えたいからである。

■確率変数 • X : Ω −→ R
つまり ω∈Ω が決まれば、ある実数 X(ω)∈R が決まり、全ての x(∈R) について {ω|X(ω) ≤ x} =

X−1((−∞, x])が事象となるものを確率変数という。

すると、{a≤X≤b}, {a < X < b}, {X > a} などは事象となりそれが起こる確率 P (a≤X≤b), P (a < X <

b), P (X > a)が定まる。

■確率分布 X のとる値が N, Z, {1, 2, · · · , N}など有限集合、可算集合となるものを離散確率変数という。
このとき、f(k) = P (X = k)をX の確率関数といい f(k)はX の確率分布を決定する。場合によっては f(k)

を X の離散確率分布という。

X, Y を離散確率変数とするとき、f(k, l) = P (X = k∩Y = l) を (X,Y ) の同時確率関数といい、f(k, l) は

(X,Y ) の同時確率分布を決定する。P (X = k) =
∑

l P (X = k∩Y = l) となるが、このように考えたとき、

P (X = k)を P (X = k∩Y = l)から得られた周辺分布という。

X のとる値が Rのように非可算集合で、全ての xについて P (X = x) = 0となるものを連続確率変数という。
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このとき、ある非負値関数 fX(x)が存在して、すべての a, b (a < b)に対して

P (a≤X≤b) =
∫ b

a

fX(x) dx

となる。P (X = x) = 0より、P (a≤X≤b) = P (a < X < b)である。この fX(x)を X の確率密度関数とい

う。

この X により R上の確率測度 PX , PX([a, b]) = P (a≤X≤b)が決定されるが、この PX を X の確率分布と

いう。（注意：実は離散確率分布の場合もこれが本来の定義である）

すると、X の確率分布は確率密度関数 fX(x)によって決定される。同様に X, Y が連続確率変数とするとき、

非負値関数 f(X,Y )(x, y)が存在して、全ての R2 の部分集合 D(厳密にいうとルベーグ可測集合)に対して

P ((X,Y ) ∈ D) =
∫∫

D

f(X,Y )(x, y) dx dy

(注意:上の定義は厳密には絶対連続分布というべきであるが、本書では連続であるが絶対連続でないものは考

えない)

離散の場合と同様に、周辺密度関数 fX(x), fY (y)は

fX(x) =
∫ +∞

−∞
f(X,Y )(x, y) dy, fY (y) =

∫ +∞

−∞
f(X,Y )(x, y) dx

を満たす。

■分布関数 離散・連続どちらの場合も FX(x) = P (X≤x)を X の分布関数という。FX(x)は xの関数とし

て単調非減少、 lim
x→∞

FX(x) = 1, lim
x→−∞

FX(x) = 0を満たす。

FX(x) =
∫ x

−∞
fX(u) du また、fX(x) =

d

dx
FX(x)

F(X,Y )(x, y) = P (X 5 x ∩ Y 5 y) を (X, Y )の同時分布関数という。

f(X,Y )(x, y) =
∂

∂x

∂

∂y
F(X,Y )(x, y)

が成立している。

計算例　 x, y = 0に対して、F(X,Y )(x, y) = 1− 1
1+x − 1

1+y + 1
1+x+y のとき、

f(X,Y )(x, y) =





2
(1+x+y)3 (x, y = 0)

0 (その他)

■独立の定義 離散確率変数に対しては、

すべての i, j について P (X = i∩Y = j) = P (X = i)P (Y = j)

連続確率変数に対しては、

すべての a, b, c, d (a < b, c < d)に対してP (a < X < b∩c < Y < d) = P (a < X < b)P (c < Y < d)

つまり f(X,Y )(x, y) = fX(x)fY (y)が成立するとき、X, Y は独立であるという。
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■期待値の定義

E(h(X)) =
∫

Ω

h(X(ω))dP (ω) =





∑

k

h(k)P (X = k) X:離散のとき
∫ +∞

−∞
h(x)fX(x) dx X:連続のとき　　　　　　

E(h(X, Y )) =
∫

Ω

h(X(ω), Y (ω))dP (ω) =





∑

k, l

h(k, l)P (X = k∩Y = l) X, Y が離散のとき

∫∫

R2

h(x, y)f(X,Y )(x, y) dx dy X, Y が連続のとき

■計算例 E(Po(λ)) =
∑∞

k=0 kP (Po(λ)) = k) =
∑∞

k=1
(λ)ke−λ

(k−1)! = λe−λeλ = λ

■計算例 P (X = k) = 18
(k+1)(k+2)(k+3)(k+4) (k = 0, 1, 2, . . . )とすると、E(X+1) =

∑∞
k=0

18
(k+2)(k+3)(k+4) =

∑∞
k=0(

9
(k+2)(k+3)− 9

(k+3)(k+4) ) = 3
2 よって　E(X) = 1

2 同様にE((X+1)(X+2)) = 6より、　E(X2) = 5
2 ,

V (X) = 5
2 − (1

2 )2 = 9
4

■計算例 fX(x) = 2x (0 < x < 1) のとき、E(X) =
∫ 1

0
x(2x)dx = 2

3 , E(eX) =
∫ 1

0
ex(2x)dx =

2[(x− 1)ex]10 = 2

■練習問題 6.1 fX(x) = c
x (1 < x < 2) のとき、以下を求めよ。

(1)定数 c (2) E(X) (3)E(log X) (4) E(X2eX)

通常は　上の公式を用いて期待値を計算するが、テイル確率（しっぽ確率)(P (X = x)が与えられていると

き、期待値、分散などを計算する場合も多い。この場合はテイル確率から　確率関数や密度関数を計算してい

ては手間がかかるし、テイル確率のままで計算するほうが簡単である場合が多い。

■テイル確率による期待値計算（離散の場合) P (X = 0) = 1とする。

このとき、

E(X) =
∞∑

k=1

P (X = k) =
∞∑

k=0

P (X > k)

　

¤

証明
∞∑

k=1

P (X = k) =
∞∑

k=1

∞∑

l=k

P (X = l) =
∞∑

l=1

l∑

k=1

P (X = l) =
∞∑

l=1

lP (X = l) = E(X)

同じことであるが　指示関数を用いると、
∞∑

k=1

P (X = k) = E(
∞∑

k=1

1X=k) = E(
X∑

k=1

1) = E(X)

¥
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また、
∞∑

k=1

kP (X = k) = E(
∞∑

k=1

k1X=k) = E(
X∑

k=1

k) = E
X(X + 1)

2
もときどき用いられる。 また、負の

値もとる場合は　 X = max(X, 0) + min(X, 0) = max(X, 0)−max(−X, 0) より,

E(X) =
∞∑

k=1

(P (max(X, 0) = k)− P (max(−X, 0) = k)) =
∞∑

k=1

(P (X = k)− P (X 5 −k))で計算する。

■計算例 P (Ge(p) = k) =
∞∑

l=k

P (Ge(p) = l) = (1− p)k よって

E(Ge(p)) =
∞∑

k=1

(1− p)k =
1− p

1− (1− p)
=

1− p

p

■計算例 　 P (X = k) = 6
(k+1)(k+2)(k+3) (k = 0) のとき、E(X) =

∞∑

k=1

6
(k + 1)(k + 2)(k + 3)

=

∞∑

k=1

(
3

(k + 1)(k + 2)
− 3

(k + 2)(k + 3)
) =

1
2

また,
∞∑

k=1

(k + 1)
6

(k + 1)(k + 2)(k + 3)
= 2 一方、これは E(X(X+1)

2 + X) とも等しい。 よって　 E(X2) =

5
2 , V (X) = 9

4

■練習問題 6.2 X の取る値が N = {1, 2, . . . } で すべての　 k ∈ Nに対して P (X = k) = c
k(k+1)(k+2)(k+3)

が満たされている。　以下を求めよ。

(1) 定数 c (2) E(X) (3) V (X)

■テイル確率による期待値計算（連続の場合) P (X = 0) = 1とする。このとき、

E(X) =
∫ ∞

0

P (X = t)dt

　

¤

証明 　指示関数を用いると、
∫∞
0

P (X = t)dt = E(
∫∞
0

1X=t)dt = E(
∫ X

0
1dt) = E(X)

¥

また、
∫∞
0

tP (X = t)dt = E(
∫∞
0

t1X=tdt) = E(
∫ X

0
tdt) = E(X2

2 ) もときどき用いられる。 また、負の値

もとる場合は

　 X = max(X, 0) + min(X, 0) = max(X, 0)−max(−X, 0) より,

E(X) =
∫∞
0

(P (max(X, 0) = t)−P (max(−X, 0) = t))dt =
∫∞
0

(P (X = t)−P (X 5 −t))dtで計算する。　

また後でも用いるが条件付期待値の場合にももちろんこれは使える。例えば、x > 0として、　E(X|X > x) =∫∞
0

P (X > t|X > x)dt =
∫ x

0
P (X > t|X > x)dt +

∫∞
x

P (X > t|X > x)dt = x +
∫∞

x
P (X > t|X > x)dt

で計算される。

■計算例 P (Exp(λ) = t) =
∫∞

t
λe−λtdt = e−λtよって E(Exp(λ)) =

∫∞
0

e−λtdt = 1
λ
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■計算例 X ∼ Exp(λ) とすると、x > 0 として, E(X|X > x) = x +
∫∞

x
P (X > t|X > x)dt = x +∫∞

x
e−λ(t−x)dt = x + 1

λ

E(X|X < x) =
∫∞
0

P (X > t|X < x)dt =
∫ x

0
P (X > t|X < x)dt =

∫ x

0
e−λt−e−λx

1−e−λx dt = 1
λ − x e−λx

1−e−λx

E(X2|X > x) =
∫∞
0

2tP (X > t|X > x)dt =
∫ x

0
2tdt +

∫∞
x

2te−λ(t−x)dt = x2 + 2
∫∞
0

(u + x)e−udu =

x2 + 2x
λ + 2

λ2 , これより、条件付分散 V (X|X > x) = E(X2|X > x) − (E(X|X > x))2 = x2 + 2x
λ + 2

λ2 −
(x + 1

λ )2 = 1
λ2

*1

■練習問題 6.3 (1) 非負整数に値をとる確率変数 X が　 P (X = k) = (k + 1)2−k (k = 0) を満たしてい

る。E(X), V (X)　を求めよ。

(2) 非負実数に値をとる連続確率変数 X が　 P (X > t) = (t + 1)e−t (t > 0) を満たしている。E(X),

V (X)　を求めよ。

■期待値の性質 • a, b, c, dを定数とすると、E(aX + bY + c) = aE(X) + bE(Y ) + c (X, Y の独立性は必

要なし)

• X, Y を独立とするとき、E(XY ) = E(X)E(Y ), E(h(X)g(Y )) = E(h(X))E(g(Y ))

■分散、標準偏差、共分散、相関係数の定義 V (X) = E((X −m)2) (m = E(X)) を X の分散

σ(X) =
√

V (X) を X の標準偏差といい、どちらも X のバラツキを表す量である。

Cov(X, Y ) = E((X −m)(Y −m′)) を (X, Y )の共分散 (ここで、m = E(X), m′ = E(Y )）といい、

ρ(X,Y ) =
Cov(X, Y )
σ(X)σ(Y )

= Cov(X の標準化, Y の標準化) を (X, Y )の相関係数という。

■V (X), σ(X), Cov(X,Y ), ρ(X, Y )の基本的性質 (a, b, c, dは定数とする)

• V (X) = E(X2)− (E(X))2

• V (a + bX) = b2V (X), σ(a + bX) = |b|σ(X)

• V (X)≥0

V (X) = 0 =⇒ X =定数 c つまり P (X = c) = 1

分散や標準偏差は、いついかなるときでも非負であり定数の場合を除いて正である。

• V (aX + bY ) = a2V (X) + 2abCov(X, Y ) + b2V (Y )

とくに、X, Y が独立ならば、Cov(X, Y ) = 0 (無相関)なので、

V (aX + bY ) = a2V (X) + b2V (Y )

• Cov(X, X) = V (X) ・Cov(X, Y ) = E(XY )− E(X)E(Y )

• Cov(aX + bY, cS + dT ) = acCov(X,S) + adCov(X,T ) + bcCov(Y, S) + bdCov(Y, T )

• Cov(X, c) = 0

• −1≤ρ(X, Y )≤1

ρ(X,Y ) = 1 =⇒ Y = aX + b (a > 0) (完全な正の相関)

ρ(X,Y ) = −1 =⇒ Y = aX + b (a < 0) (完全な負の相関)

• ac > 0のとき、ρ(aX + b, cY + d) = ρ(X, Y ) （相関係数は単位のとり方によらない）

*1 後で見るように指数分布の無記憶性を使えば X > x(x 歳で生きている) と余命 X − x は独立なので　 E(X|X > x) =

x + E(X − x|X > x) = x + E(Exp(λ)) = x + 1
λ
, V (X|X > x) = V (X − x|X > x) = V (Exp(λ)) = 1

λ2 とできる。
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■例　正しいサイコロを１個投げる確率空間 Ω = {1, 2, 3, 4, 5, 6} P ({i}) = 1
6 (i = 1, 2, · · · , 6)

X(ω) = ω2(=サイコロの目 2)とすると、E(X) =
1
6

6∑

i=1

i2 =
91
6

E(X
3
2 ) =

1
6

6∑

i=1

i3 =
1
6

(
6·7
2

)2

=
147
2

■例　表が出る確率が pである硬貨を 2枚投げる確率空間 Ω = {(H, H), (H,T ), (T, H), (T, T )}
P ({(H,H)}) = p2, P ({(H, T )}) = P ({(T, H)}) = p(1− p), P ({(T, T )}) = (1− p)2

X(ω) = ω の H の個数=表の枚数。

P (X = 2) = p2, P (X = 1) = 2p(1− p), P (X = 0) = (1− p)2

E(X) = 2p2 + 2p(1− p) = 2p (= E(B(2, p))), E(X2) = 4p2 + 2p(1− p) = 2p(1− p) (= V (B(2, p)))

■例　 [0, 1] Ω = [0, 1], P ([a, b]) = b − a (ルベーグ測度) X(ω) = ω2 (0≤ω≤1), 0≤x≤1 とし、

FX(x) = P (X≤x) = P ([0,
√

x]) =
√

x

∴ fX(x) =
d

dx
FX(x) =





1
2
√

x
　 (0≤x≤1)

0 　 (その他)　

X1(ω) =

{
1 (0≤ω≤p)
0 (p < ω≤1)

とすると、P (X1 = 1) = P ([0, p]) = p, P (X1 = 0) = 1−p。 つまりX1～Be(p)

ω を２進展開して、ω = 0.ω1ω2 · · ·ωn (1が無限に続かない形で書く)

このとき、Xi(ω) = ωi と定義すると、X1, X2, · · · は独立で同分布で P (Xi = 1) =
1
2
, P (Xi = 0) =

1
2

(Xi

～Be( 1
2 ))

P

(
X1

2
+

X2

22
+

X3

23
≤13

16

)
= P (X1 = 0) + P (X1 = 1∩X2 = 0) + P (X1 = 1∩X2 = 1∩X3 = 0) =

7
8

V (X1 + X2 + X3) = V (B(3, 1
2 )) = 3

1
2

1
2

=
3
4

■例　データの作る確率空間 Ω = {ω1 = (x1, y1), ω2 = (x2, y2), · · · , ωn = (xn, yn)},
P ({ω1}) = · · · = P ({ωn}) = 1

n (2次元データ (xi, yi)を n個とったもの)

X(ωi) = xi, Y (ωi) = yi と 2つの確率変数を考えると、

E(X) =
1
n

n∑

i=1

xi = x, E(Y ) = y, E(XY ) =
1
n

n∑

i=1

xiyi = xy

V (X) = x2 − (x)2, ρ(X,Y ) =
Cov(X, Y )√
V (X)

√
V (Y )

=
xy − x y√

x2 − (x)2
√

y2 − (y)2
= ρx,y

f(a, b) = E((Y − a− bX)2)を最小にする â, b̂は、

0 = ∂f
∂a = −E((Y − â− b̂X)), 0 = ∂f

∂b = −2E(X(Y − â− b̂X))
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∴ â + b̂E(X) = E(Y ), ∴ âE(X) + b̂E(X2) = E(XY )
(

â

b̂

)
=

(
1 E(X)

E(X) E(X2)

)−1 (
E(Y )

E(XY )

)
=

1
V (X)

(
E(X2) −E(X)
−E(X) 1

)(
E(Y )

E(XY )

)

=
1

V (X)

(
E(X2)E(Y )− E(X)E(XY )

E(XY )− E(X)E(Y )

)
=

1
V (X)

(
V (X)E(Y )− E(X)Cov(X, Y )

Cov(X,Y )

)

=
(

E(Y )− ρ(X,Y )E(X) σ(Y )
σ(X)

ρ(X, Y ) σ(Y )
σ(X)

)

すると回帰直線は y = â + b̂xであるが

これから、

y − E(Y )
σ(Y )

= ρ(X, Y )
x− E(X)

σ(X)
y − y

σy
= ρx,y

x− x

σx

と書ける。つまり回帰直線とは、y の標準化変数=相関係数 ×xの標準化変数と解釈できる。

■確率母関数、モーメント母関数 X を離散確率変数とするとき、gX(t) = E(tX) =
∞∑

k=0

P (X = k)tk を X

の確率母関数といい、

• gX(1) = 1

• g′X(t) = E(XtX−1), E(X) = g′X(1)

• g′′X(1) = E(X(X − 1)), V (X) = g′′X(1) + g′X(1)− (g′X(1))2

• gX(0) = P (X = 0) (検算にも用いる）

• gX(t) = gY (t) ⇐⇒ P (X = k) = P (Y = k) つまり確率母関数は確率分布を決定する。

• X と Y が独立のとき、gX+Y (t) = E(tX+Y ) = E(tX)E(tY ) = gX(t)gY (t)

逆は成立しないことに注意。つまり gX+Y (t) = gX(t)gY (t)でも X, Y は独立は言えない。

同時確率母関数、g(X,Y )(t, s) = E(tXsY )を考えると

X, Y が独立⇐⇒ g(X,Y )(t, s) = gX(t)gY (s) が成立する。

つまり X, Y の独立性を証明したいときは、E(tXsY ) = E(tX)E(sY )を示す。

X を確率変数（離散でも連続でもよい）

MX(α) = E(eαX)を X のモーメント母関数（積率母関数）といい、

• MX(0) = 1

• M ′
X(α) = E(XeαX), E(X) = M ′

X(0)

• M
(n)
X (α) = E(XneαX), E(Xn) = M

(n)
X (0)

• MX(α) = MY (α) ⇐⇒X の分布=Y の分布

• X, Y が独立のとき、 MX+Y (α) = MX(α)MY (α)

• E(eαX+βY ) = E(eαX)E(eβY ) ⇐⇒ X,Y は独立
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■キュムラント母関数 CX(α) = log MX(α) = log E(eαX) を X のキュムラント母関数という。このキュム

ラント母関数の特徴は　次に見るように中心化 (平均を引くこと）した X̃ = X −E(X) = X −mに対するも

のと、もとの X に対するキュムラント母関数の 2階以上の αでの微分は等しくなることである。

aを定数として、CX+a(α) = aα + CX(α) より、　 C ′′X+a(α) = C ′′X(α)である.

とくに　 X̃ = X − E(X) = X −mにたいして、　 C ′′
X̃

(α) = C ′′X(α)である。すると、　 E(X̃) = 0 より、

　M ′
X̃

(0) = 0なので m = E(X) として、E(X̃2) = V (X)などに注意して、

CX(α) = mα + log(MX̃(α))

= mα + log(1 + E(X̃2)
α2

2
+ E(X̃3)

α3

3!
+ E(X̃4)

α4

4!
+ E(X̃5)

α5

5!
+ · · · )

= mα + (E(X̃2)
α2

2
+ E(X̃3)

α3

3!
+ E(X̃4)

α4

4!
+ E(X̃5)

α5

5!
+ · · · )

−1
2
(E(X̃2)

α2

2
+ E(X̃3)

α3

3!
+ E(X̃4)

α4

4!
+ E(X̃5)

α5

5!
+ · · · )2 + · · ·

= E(X)α + V (X)
α2

2
+ E(X̃3)

α3

3!
+ (E(X̃4)− 3V (X)2)

α4

4!
+ (E(X̃5)− 10V (X)E(X̃3))

α5

5!
+ · · ·

となり、次の結果が得られる。

C ′X(0) = E(X), C ′′X(0) = V (X), C ′′′X (0) = E(X̃3), C
(4)
X (0) = E(X̃4)− 3V (X)2, C

(5)
X (0) = E(X̃5)−10V (X)E(X̃3)

■計算例 　 X ∼ Po(λ)とすると、　MX(α) = e−λ(1−eα) よって　 CX(α) = −λ + λeα すると、上を α

でテーラー展開して、　

E(X) = λ, V (X) = λ, E(X̃3) = λ, E(X̃4) = 3λ2 + λ

が得られる。

■確率変数の変換 φ を単調増加とするとき、Y = φ(X) の密度関数 fY (x) は FY (x) = P (Y 5 x) = P (X 5
φ−1(x) = FX(φ−1(x)) の両辺を微分して、

fY (x) = fX(φ−1(x))
d

dx
φ−1(x)

また、　 P (X ∈ dx) = f(x)dx や　 P (X ∈ dx, Y ∈ dy) = f(X,Y )(x, y)dxdy という書き方を利用して、

fX(x)dx = P (X ∈ dx) = P (Y ∈ dy) = fY (y)dy と考え、向きも考慮して

fY (y) = fX(x)|dx

dy
|

とできる。　同様に多変数では、W = f(X, Y ), Z = g(X,Y ) が 1対 1とするとき、f(X,Y )(x)dxdy = P (X ∈
dx, Y ∈ dy) = P (W ∈ dw,Z ∈ dz) = f(W,Z)(w, z)dwdz より、

f(W,Z)(w, z) = f(X,Y )(x, y)| dxdy

dwdz
| = (f(X,Y )(x, y)| 1

dwdz
dxdy

|)

ここで、 dxdy
dwdz = ヤコビアン = ∂x

∂w
∂y
∂z − ∂x

∂z
∂y
∂w

■ 計算例 x > 0として、FeN(0,1)(x) = P (N(0, 1) < log x) ∴ 　 feN(0,1)(x) = fN(0,1)(log x) 1
x



6.2 確率分布を表す母数 (パラメーター) 65

■ 計算例 X ∼ Γ(p1, a), Y ∼ Γ(p2, a), X, Y を独立とし、S = X + Y (S > 0), T = X
X+Y (0 < T < 1) と

おくと、 f(S,T )(s, t) = f(X,Y )(x, y)|dxdy
dsdt | = fX(ts)fY ((1− t)s)|s| = ap1+p2

Γ(p1+p2)
sp1+p2−1e−as tp1−1(1−t)p2−1

B(p1,p2)
=

fΓ(p1+p2,a)(s)fβ(p1,p2)(t) となり、　 X + Y と X
X+Y は独立で X + Y ∼ Γ(p1 + p2, a) (ガンマ分布の再生性

), X
X+Y ∼ β(p1, p2) (ガンマ分布とベータ分布の関係) がわかる。

■練習問題 6.4 (1)fX(x) = 1
x2 (x > 1) で X1 ∼ X2 ∼ X で独立とするとき、S = X1

X2
, T = X1X2の同時

密度 f(S,T )(s, t), 周辺密度 fS(s), fT (t), flog X(x)

(2)X ∼ Y ∼ Exp(1)（X, Y は独立)で　 S = X+Y, T = X−Y の同時密度 f(S,T )(s, t),周辺密度 fS(s), fT (t)

条件付密度 fT |S(t|s)

1 対 1 ではない場合、たとえば　 P (−∞ < X < ∞) = 1 で　 Y = X2 の密度関数は x > 0 として

、FX(x) = P (−√x 5 X 5 √
x) = FX(

√
x)− FX(−√x) より

fY (x) = fX(
√

x) 1
2
√

x
+ fX(−√x) 1

2
√

x

■練習問題 6.5 X ∼ U(−1, 2) のとき、　 Y = X2 の密度関数を求めよ。

　

6.2 確率分布を表す母数 (パラメーター)

期待値（=平均）, 分散に加え以下のような量を考える。

m = E(X), σ = σ(X) =
√

V (X)として、

■歪度（わいど）, skewness E
(
(X−m

σ )3
)

= X の標準化変数の 3次モーメント = E(X̃3)/σ3

歪度の意味は正なら右裾が厚い（右のテイル確率が大きい）という意味

（∴ 偏差の 3乗 (X −m)3の正の部分が負の部分より大きい)

■尖度（せんど）, kurtosis E
(
(X−m

σ )4
)

= X の標準化変数の 4次モーメント = E(X̃4)/σ4*2

尖度の意味は尖度が大きいほど左右テイル確率が大きいという意味、正規分布の尖度は 3なので尖度が 3よ

り大きければ正規分布より裾が厚いということ。

歪度や尖度の求め方は 例えば歪度だと E((X −m)3) = E(X3)− 3mE(X2) + 3m2E(X)−m3 として各項を

モーメント母関数で計算する方法、X の標準化変数のモーメント母関数MX−m
σ

(α) = e−
mα
σ MX(α

σ ) を計算

し,3 回微分し 0 を代入する方法, また、α でテーラー展開してもよい。最後の方法で Po(λ) の歪度、尖度を

*2 損保数理の教科書では　キュムラント母関数を用いて、尖度=
C

(4)
X

(0)

(C′′
X

(0))2
　と定義されており、この場合は　上の定義より 3 小さ

くなるので注意しておくこと. この定義の意味は 正規分布の上の定義での尖度は 3であり、そこからの差をみるということで、尖
度の定義をこちらにしている文献、論文も多く見られるので注意しておくこと
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求めてみると、E(Po(λ))=V (Po(λ)）=λ　に注意して 標準化変数のモーメント母関数=e−α
√

λe−λ(1−e
α√
λ ) =

e
α2
2 + α3

6
√

λ
+ α4

24λ +··· = 1 + α2

2 + α3

6
√

λ
+ 1

24 (3 + 1
λ )α4 + · · · よって　歪度= 1√

λ
, 尖度=3 + 1

λ

また、前に見たキュムラント母関数を用いて　

歪度 =
C ′′′X (0)

(C ′′X(0))3/2
, 尖度 =

C
(4)
X (0)

(C ′′X(0))2
+ 3

でも計算できる。　

■計算例 　 Po(λ)の歪度= λ
λ3/2 = λ−1/2, Po(λ)の尖度= λ

λ2 + 3 = 3 + 1
λ

ここで、ポアソン分布の再生性と中心極限定理より、　 λ → ∞ とすると それぞれ正規分布（標準正規分

布）の歪度 0, 尖度 3　に近づいていくことに注意しておく。

■練習問題 6.6 次の確率分布の歪度、尖度を求めよ。(1) Exp(λ) (2)N(0, 1) (3) B(n, p)　 (4)Γ(p, a)

(5) U(0, 1) (6)max(U1, U2) (Ui ∼ U(0, 1)で独立)

■メディアン（中位数） P (X < c)≤ 1
2≤P (X≤c)を満たす実数 c

とくに X が連続の場合は、P (X≤c) = 1
2 を満たす実数 c

【例】B(3, 1
2 )のメディアン = m (1≤m≤2), B(3, 1

3 )のメディアン = 2, Exp(1)のメディアン = log 2

■モード 確率関数 P (X = x),密度関数 fX(x)の最大値を与える x

• 離散の場合は、P (X=k+1)
P (X=k) を考え

P (X=k+1)
P (X=k) < 1 ⇐⇒ k < n0,

P (X=k+1)
P (X=k) = 1 ⇐⇒ k = n0,

P (X=k+1)
P (X=k) > 1 ⇐⇒ k > n0

となるなら、P (X = 1) < P (X = 2) < · · · < P (X = n0) = P (X = n0 + 1) > P (X = n0 + 2) · · ·
となるので、モードは n0 と n0 + 1

• 連続の場合は、密度関数 fX(x)を微分し、fX(x)が最大値をとる xを求める。

6.3 標本統計量

■標本統計量（（標本）推定量） (無限)母集団 (母平均 µ,母分散 σ2)から n個の標本 X1, X2, · · · , Xn を選

ぶと、X1, X2, · · · , Xn は独立で同分布な確率変数である。

n個の標本 X1, X2, · · · , Xn の関数 θ(X1, X2, · · · , Xn)を統計量、標本統計量と呼ぶ。

とくに母集団のパラメータ θ の推定量と考えるときは推定量と呼ぶ。

■例 • 標本平均 X =
X1 + X2 + · · ·+ Xn

n

• 不偏標本分散 Ŝ2 =
1

n− 1

n∑

i=1

(Xi −X)2
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母平均 µが既知のとき、û2 =
1
n

n∑

i=1

(Xi − µ)2 も一種の標本分散

これらは、E(X) = µ, E(Ŝ2) = σ2 を満たすので、それぞれ母平均、母分散の不偏推定量である。

■最尤（ゆう）推定量 尤度関数 Lを

L(x1, x2, · · ·xn; θ) =

{
P (X1 = x1) · · ·P (Xn = xn) (離散の場合)
fX(x1) · · · fX(xn) (連続の場合)

を母パラメータ θの尤度関数といい、標本の実現値X1 = x1, · · · , Xn = xn のもとで尤度関数の値が最大とな

る θ = θ̂ を x1, x2, · · · , xn の関数として最尤推定量という。log Lを最大にすればよいから、通常*3、

0 = ∂log L
∂θ を解いて、θ を x1, x2, · · · , xn で表せばよい。

■クラーメルラオの不等式と有効推定量 Tn を母パラメーター θ の不偏推定量とするとき、そのなかで分散

が最小なものを有効推定量*4という。という。　これについては次のクラーメルラオの不等式が成立する。(証

明は　穴埋め式確率統計らくらくワークブック参照)

V (Tn) = 1
E(( ∂

∂θ log L)2)
=

1
nI(θ)

つまり 等号が成り立てば　 Tn は有効推定量となる。また、I(θ) = E((∂ log f
∂θ )2) = V (∂ log f

∂θ ) で、フィッ

シャー情報量と呼ばれる。f は　連続のときは確率密度関数、　離散のときは　確率関数 P (X = k)

等号成立条件を考えて、有効推定量なら最尤推定量である。

■例 　X ∼ Po(λ) のとき　 X̄ は有効推定量。V (X̄) = λ
n , ∂

∂λ log P (X = k) = x
λ − 1, I(θ) = V (X

λ − 1) =
1
λ より、　 V (X̄) = 1

nI(θ) より、X̄ は有効推定量。

6.4 条件付期待値

■条件付確率の復習 P (B) > 0の時、P (A|B) def=
P (A∩B)

P (B)
(=事象 Bという条件のもとで事象 Aが起こる

確率)

特に Aと Bが独立のとき、P (A|B) = P (A)

■練習問題 6.7 以下を計算せよ。

(1) P (X≥m|X≥n) (ここで m,n∈Z, m≥n≥0, X～Ge(p) つまり P (X = k) = p(1 − p)k (k =

0, 1, 2, · · · ))

*3 一様分布のような場合には別のやり方で求めることに注意。　例　 U(0, a) において a の最尤推定量は　 max(x1, . . . , xn)

* L = 1
an 5 1

max(x1,...,xn)n

*4 2つの不偏推定量で V (T ) < V (T ′)となっているとき, T は T ′ より有効であるという。
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(2)　 P (X1 = n|X1 + X2 = m) (ここで X1～B(N1, p), X2～B(N2, p), X1, X2 は独立)

　

(3)　 P (X1 = n|X1 + X2 = m) (ここで X1～Ge(p), X2～Ge(p), X1, X2 は独立)

(4)　 P (X1 = n|X1 + X2 = m) (ここで X1～Po(λ1), X2～Po(λ2), X1, X2 は独立)

■ベイズの定理 A1 ∪ A2 ∪ A3 = Ω かつ　それらは排反とするとき、P (A1|B) = P (A1∩B)
P (B) =

P (B|A1)P (A1)
P (B|A1)P (A1)+P (B|A2)P (A2)+P (B|A3)P (A3)

■例 箱Aは　黒球 2n−1個、白球 1個、箱Bは、黒球 n個、白球 n個　箱Cは黒球 1個、白球 2n−1個　入っ

ている。　この 3つの箱を無作為に選び、さらに箱から無作為に球を取り出したところ 黒球であった。このと

き、　選ばれた箱がAである確率=P (A|黒) = P (黒 |A)P (A)
P (黒 |A)P (A)+P (黒 |B)P (B)+P (黒 |C)P (C) =

2n−1
2n

2n−1
2n + 1

2+ 1
2n

= 2n−1
3n

■条件付期待値の定義 まず、　 Aが事象のとき、E(X|A) = E(X,A)
P (A) = E(X1A)

P (A) である。

これは　離散のときは
P

kP (X=k∩A)
P (A) 　で計算し、連続で例えば　A = {a < X < b}　のときは　

R b
a

xfX(x)dxR b
a

fX(x)dx

で計算する。

E(Y |X = x) =





∑

b

yP (Y = y|X = x) = (
∑

b

y
P (Y = y ∩X = x)

P (X = x)
) ・・・離散確率分布のとき

∫ +∞

−∞
yfY |X(y|x) dy 　 ・・・連続確率分布のとき

(ここで fY |X(y|x)=Y の X = xのもとでの条件付密度関数=
f(Y,X)(y,x)

fX(x)
).

E(Y |X = x) = f(x)とおき、E[Y |X] = f(X)つまり E[Y |X] = E(Y |X = x)|x=X

E(Y |X)を X のもとでの Y の条件付期待値という。

‖
X の関数，つまり確率変数であることに注意する。

意味は、近未来財産が X という条件のもとでさらに未来の財産 Y の期待値。それは明らかに X に依存する

が現在から見れば近未来の財産 X も確率変数。

■条件付期待値の基本的な性質 ・　 E(C|X) = C 　 (C は定数)

・　 E(α1Y1 + α2Y2|X) = α1E(Y1|X) + α2E(Y2|X)　 (条件付期待値の線型性)

・　 E(h(X)Y |X) = h(X)E(Y |X)

・　 X と Y が独立なら　 E(Y |X) = E(Y ), また E(h(Y )|g(X)) = E(h(Y ))

( ∵ E(Y |X = x) =
∑

y

yP (Y = y|X = x) =
∑

y

yP (Y = y) = E(Y ) )
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・　 E(E(h(X)Y |X)) = E(h(X)Y )

∵ E(E(h(X)Y )|X)) =
∑

x

E(h(x)Y |X = x)P (X = x)

=
∑

x

h(x)
∑

y

yP (Y = y|X = x)P (X = x)

=
∑

x

∑
y

h(x)yP (Y = y∩X = x) = E(h(X)Y )

特に h≡1として、E(E(Y |X)) = E(Y )

・

■L2 最良予測量としての条件付期待値 (第 2章の最後においても用いた。)

　 E((Y − g(X))2)が最小になる g(X)は g(X) = E(Y |X)

∵ E((Y − g(X))2) = E({(Y − E(Y |X)) + (E(Y |X)− g(X))}2)
= E((Y − E(Y |X))2) + 2E((Y − E(Y |X))(E(Y |X)− g(X))) + E((E(Y |X)− g(X))2)

ここで第２項×
1
2

= E(Y E(Y |X)− E(Y |X)E(Y |X)− g(X)Y + g(X)E(Y |X))

= E(Y E(Y |X))− E(E(E(Y |X)Y |X))− E(g(X)Y ) + E(E(g(X)Y |X))

= E(Y E(Y |X)− E(Y E(Y |X))− E(g(X)Y ) + E(g(X)Y ) = 0

別の言い方をすると、　 E((Y − g(X))2|X = x)) = (g(x)−E(Y |X = x))2 + E(Y 2|X = x)− (E(Y |X =

x))2 = (g(x) − E(Y |X = x))2 + V (Y |X = x) となるので,　最小にする g(x) は　 g(x) = E(Y |X = x)　

で最小値は V (Y |X = x)*5

　条件付ける確率変数の数が増えても同様に、

E(Z|Y = y∩X = x) =
∑

z

zP (Z = z|Y = y∩X = x), E(Z|Y,Z) def= E(Z|Y = y∩X = x)|y=Y, x=X

などが定義でき上と同じような性質を持つ。

すると、E(E(Y |X1, X2, · · · , Xm)|X1, X2, · · · , Xn) = E(Y |X1, X2, · · · , Xn)　 (m≥n)が成立する。

(3垂線の定理、射影の射影は射影)

*5 同様に E((Y − c)2) を最小にする c は c = E(Y ) で最小値は V (Y ), また　 E(|Y − c|) を最小にする c はメディアン (連続の
場合は F (c) = 1

2
となる　 c), (* 　 E(|Y − c|) =

R∞
0 P (|Y − c| > t)dt =

R∞
0 (P (Y = t + c) + P (Y 5 t − c))dt よって

∂
∂c

E(|Y − c|) =
R∞
0 (−fY (t + c) + fY (c− t)dt = −(1− FY (c)) + FY (c)　
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m = 2, n = 1で証明すると、

E(E(Y |X1, X2)|X1 = x) = E(E(Y |X1 = x∩X2)|X1 = x)

=
∑

u

E(Y |X1 = x∩X2 = u)P (X2 = u|X1 = x)

=
∑

u

∑
y

yP (Y = y|X1 = x∩X2 = u)P (X2 = u|X1 = x)

=
∑

u

∑
y

y
P (Y = y∩X1 = x∩X2 = u)

P (X1 = x∩X2 = u)
×P (X1 = x∩X2 = u)

P (X1 = x)

=
∑

y

y

P (X1 = x)

∑
u

P (Y = y∩X1 = x∩X2 = u)

=
∑

y

y

P (X1 = x)
P (Y = y∩X1 = x)

=
∑

y

yP (Y = y|X1 = x) = E(Y |X1)

■条件付分散 X のもとでの Y の条件付分散を V (Y |X) とかき、　 V (Y |X = x) = E(Y 2|X = x) −
(E(Y |X = x))2 の xに x = X を代入したもので定義される。

すると、

V (Y ) = E(V (Y |X)) + V (E(Y |X))

が成立する。*6

(∴ 右辺 = E(E(Y 2|X)− (E(Y |X))2) + E((E(Y |X))2 − (E(E(Y |X)))2 = E(Y 2)− (E(Y ))2 = V (Y )).

■応用例, ランダム番号までの和、複合分布 Y =
∑N

i=1 Xi, X1, X2, . . . , N は独立とする。さらに Xi は同

分布で E(Xi) = µ, V (Xi) = σ2, また　 N は非負整数値確率変数で N = 0 のときは　 Y = 0とする。　こ

のとき、　 E(Y |N = n) =
∑n

i=1 E(Xi|N = n) =
∑n

i=1 E(Xi) = µn つまり、E(Y |N) = µN

同様に V (Y |N) = σ2N よって　 V (Y )=E(V (Y |N)) + V (E(Y |N)) = E(σ2N) + V (µN) = σ2E(N) +

(µ)2V (N)

また、モーメント母関数は　MY (t) = E(etY ) = E(E(etY |N)) = E((MX(t))N ) = gN (MX(t))　 X が離散

のときは　確率母関数 gY (t) = gN (gX(t)).

(1) N ∼ B(n, p1), X ∼ Be(p)の場合

gY (t) = (1− p1 + p1(1− p + pt))n, Y ∼ B(n, p1p), P (Y = 0) = gY (0) = (1− p1p)n

( 注意　これは N = k なら、
∑k

i=1 Xi ∼ B(k, p) なので、　 N ∼ B(n, p1) で　条件 N = k のもとで、

Y ∼ B(k, p) のとき、Y ∼ B(n, pp1) という複合分布と同じことである。）

(2) N ∼ Po(λ), X ∼ Be(p)の場合

gY (t) = eλ((1−p+pt)−1) = eλp(t−1), Y ∼ Po(λp), P (Y = 0) = gY (0) = e−λp

( 注意　これは N = k なら、
∑k

i=1 Xi ∼ B(k, p) なので、　 N ∼ Po(λ) で　条件 N = k のもとで、

Y ∼ B(k, p) のとき、Y ∼ Po(λp) という複合分布と同じことである。）

*6 Xの条件付期待値の分散のほうが小さくなる (X 以外の情報は平均化しているので)ことは直感的に明らかだろう。
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(3)N ∼ NB(n, p1), X ∼ Be(p)の場合

gY (t) = ( p1
1−(1−p1)(1−p+pt) )

n = (
p1

p+p1−pp1

1− p−pp1
p+p1−pp1

t
)n, Y ∼ NB(n, p1

p+p1−pp1
), P (Y = 0) = gY (0) = ( p1

p+p1−pp1
)n

( 注意　これは N = k なら、
∑k

i=1 Xi ∼ B(k, p) なので、　 N ∼ NB(n, p1) で　条件 N = k の

もとで、Y ∼ B(k, p) のとき、Y ∼ NB(n, p1
p+p1−pp1

) という複合分布と同じことである。 とくに　

NB(1, p1) = Ge(p1)なので、N ∼ Ge(p1)で　条件N = kのもとで、Y ∼ B(k, p)のとき、Y ∼ Ge( p1
p+p1−pp1

)

である。)

(4)N ∼ Po(λ), X((変形)対数級数分布)


P (X = k) =





1 + α
λ log(p) k = 0

α(1−p)k

λk k = 1, 2, . . .


の場合

gX(t) = 1 + α
λ log(p) +

∑∞
k=1

α((1−p)t)k

kλ = 1 + α
λ log p

1−(1−p)t

gY (t) = gN (gX(t)) = eλ(1+ α
λ log p

1−(1−p)t
−1) = ( p

1−(1−p)t )
αより、Y ∼ NB(α, p)

(5)N ∼ Fs(p1), X ∼ Ge(p) の場合

gY (t) = gN (gX(t)) =
p1

p
1−(1−p)t

1−(1−p1)
p

1−(1−p)t
=

pp1
1−p+pp1

1− pp1
1−p+pp1

t
, ∴ Y ∼ Ge( pp1

1−p+pp1
)

同様に　 N ∼ n + NB(n, p1), X ∼ Ge(p) の場合

gY (t) = (
pp1

1−p+pp1
1− pp1

1−p+pp1
t
)n, ∴ Y ∼ NB(n, pp1

1−p+pp1
)

(6)N ∼ Fs(p), X ∼ Exp(λ) の場合

MY (t) = gN (MX(t)) =
p λ

λ−t

1−(1−p) λ
λ−t

= λp
λp−t , ∴ Y ∼ Exp(λp)

同様に　 N ∼ n + NB(n, p), X ∼ Exp(λ) の場合

MY (t) = ( λp
λp−t )

n, ∴ Y ∼ Γ(n, λp)

■応用例 和,差,積, 商の分布の求め方 ここでは　条件付期待値を用いて　連続確率変数に対する和,差,積,

商の分布を求めてみよう。簡単のため最初は P (X > 0 ∩ Y > 0) = 1 で独立の場合のみを考察する。

(1) 和 の場合

x > 0として、FX+Y (x) = P (X+Y 5 x) = E(P (X+Y 5 x|Y )) = E(FX(x−Y )) =
∫ x

0
FX(x−y)fY (y)dy,

xで微分して fX+Y (x) = FX(x− x)fY (x) +
∫ x

0
fX(x− y)fY (y)dy =

∫ x

0
fX(x− y)fY (y)dy*7

(計算例　 X ∼ Y ∼ Exp(λ) のとき、x > 0 として, fX+Y (x) =
∫ x

0
λe−(x−y)λe−ydy = λ2xe−λx =

fΓ(2,λ)(x)

(2)差の場合

x > 0のとき、FX−Y (x) = P (X−Y 5 x) = E(P (X−Y 5 x|Y )) = E(FX(x+Y )) =
∫∞
0

FX(x+y)fY (y)dy,

x < 0のとき、FX−Y (x) = P (X−Y 5 x) = E(P (X−Y 5 x|Y )) = E(FX(x+Y )) =
∫∞
−x

FX(x+y)fY (y)dy,

xで微分して fX−Y (x) =





∫∞
0

fX(x + y)fY (y)dy (x > 0)
∫∞
−x

fX(x + y)fY (y)dy (x < 0)

*7 一般に A 　を事象とするとき、 指示関数 1A =

(
1 (Aが起こるとき)

0 (Aが起こらないとき)
とすると P (A) = E(1A) (確率も指示関数の期待

値), P (A|Y ) = E(1A|Y )　であり、これらの関係式はよく用いられる。
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(計算例　　 X ∼ Y ∼ Exp(λ)のとき、fX−Y (x) =





∫∞
0

λe−(x+y)λe−ydy = λ
2 e−λx (x > 0)

∫∞
−x

λe−(x+y)λe−ydy = λ
2 eλx (x < 0)

(3) 積の場合

x > 0として, FXY (x) = P (XY 5 x) = E(P (XY 5 x|Y )) = E(FX( x
Y )) =

∫∞
0

FX(x
y ))fY (y)dy

fXY (x) =
∫∞
0

fX(x
y )fY (y)dy

y

(計算例 X ∼ Exp(λ), fY (y) = 1
log b/a

1
y (0 < a < y < b))

fXY (x) =
∫ b

a
λe−

x
y 1

log b/a
1
y2 dy = 1

log b/a
e−

λx
b −e−

λx
a

x

(4)商の場合

x > 0として, FX
Y

(x) = E(P (X
Y 5 x|Y )) = E(FX(xY )) =

∫∞
0

FX(xy)fY (y)dy

fX
Y

(x) =
∫∞
0

fX(xy)fY (y)ydy

(計算例 X ∼ Y ∼ N(0, 1) のとき、f |X|
|Y |

(x) = 2
π

∫∞
0

e−
x2y2

2 e−
y2

2 ydy = 2
π

1
1+x2 (x > 0)

(注意 対称性より、fX
Y

(x) = 1
π

1
1+x2 (−∞ < x < ∞))

■練習問題 6.8 X ∼ Exp(λ1), Y ∼ Exp(λ2)　で独立のとき、fX
Y

(x)　を求めよ。

　

次に独立だが正とは限らない場合を考察する。

(1) 和 の場合

FX+Y (x) = P (X + Y 5 x) = E(P (X + Y 5 x|Y )) = E(FX(x− Y )) =
∫∞
−∞ FX(x− y)fY (y)dy, xで微分

して fX+Y (x) = FX(x− x)fY (x) +
∫∞
−∞ fX(x− y)fY (y)dy =

∫∞
−∞ fX(x− y)fY (y)dy

(計算例　 X ∼ Y ∼ U(−1, 1)のとき、x > 0として, fX+Y (x) =
∫∞
−∞ fX(x− y)fY (y)dy = 1

2

∫ 1

−1
fX(x−

y)dy =





1
4

∫ x+1

−1
dx = x+2

4 (−2 5 x 5 0)

1
4

∫ 1

x−1
dy = 2−x

4 (0 5 x 5 2)

(2)差の場合

FX−Y (x) = P (X − Y 5 x) = E(P (X − Y 5 x|Y )) = E(FX(x + Y )) =
∫∞
−∞ FX(x + y)fY (y)dy, xで微分

して fX−Y (x) =
∫∞
−∞ fX(x + y)fY (y)dy

(計算例X ∼ Exp(1), Y ∼ U(−1, 1)のとき、fX−Y (x) =
∫∞
−∞ fX(x+y)fY (y)dy = 1

2

∫ 1

max (−1,−x)
e−(x+y)dy =




1−e−(1+x)

2 (−1 < x < 1)

e−e−1

2 e−x (x > 1)
(注意　この問題は　 X ∼ −X なので　 (1) を使っても同じになるので確かめるとよい。)

(3) 積の場合

FXY (x) = P (XY 5 x) = E(1XY5x) = E(1XY 5 x), Y > 0) + E(1XY5x, Y < 0)) =
∫∞
0

FX(x
y )fY (y)dy +∫ 0

−∞(1− FX(x
y )fY (y)dy

xで微分して　 fXY (x) =
∫∞
0

fX(x
y )fY (y)dy

y +
∫ 0

−∞ fX(x
y )fY (y) dy

−y

(4)商の場合
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(3)と同様にして fX
Y

(x) =
∫∞
0

fX(xy)fY (y)ydy +
∫ 0

−∞ fX(xy)fY (y)(−y)dy

さらに　独立でもない場合に少し触れておく。FX+Y (x) = P (X + Y 5 x) =
∫∞
−∞ P (X 5 x − y|Y =

y)fY (y)dy 微分して　 fX+Y (x) =
∫∞
−∞ fX|Y (x− y|y)fY (y)dy =

∫∞
−∞ f(X,Y )(x− y, y)dy

同様に　　 fX−Y (x) =
∫∞
−∞ f(X,Y )(x + y, y)dy

■例題 E(X) = 2, V (X) = 1, E(Y ) = 3, V (Y ) = 4 で、X, Y は独立のとき、

(1)E(Y |X) = E(Y ) = 3 (2)E(X|X) = X (3)E(X2|Y ) = E(X2) = V (X) + (E(X))2 = 5.

(4) E(X|X, Y ) = X (5) E(XY 2|X) = XE(Y 2|X) = XE(Y 2) = 13X

(6) E((X −Y )2|X) = X2− 6X + 13 (注意　 E((X −Y )2) = E(X2)− 6E(X) + 13 を確かめておくと良い。

(7) E(X|X2 = x) = E(X,X2=x)
P (X2=x) =

√
xP (X=

√
x)−√xP (X=−√x)

P (X=
√

x)+P (X=−√x)
.

■例題 P (X = i ∩ Y = j) = C(i + j)　・・・　 (1 5 i, j 5 N) において

(1) 定数 c

1 = c

N∑

i=1

N∑

j=1

(i + j) = cN2(N + 1) より c = 1
N2(N+1) .

(2)P (X = i) =
N∑

j=1

P (X = i ∩ Y = j) =
i + (N+1)

2

N(N + 1)
.

(3) E(Y |X = i) =
∑

j=1

j
P (X = i ∩ Y = j)

P (X = i)
=

i(N+1)
2 + (N+1)(2N+1)

6

i + (N+1)
2

.

■練習問題 6.9 上の例題でさらに (1)E(Y 2|X) (2)E(E(Y |X)) (3)V (X) (4)Cov(X, Y )を求めよ。

■練習問題 6.10 a > 0, b > 0 とし、P (X = i ∩ Y = j) = e−(a+bi) ai

i!
(bi)j

j! (i, j = 0, 1, 2 . . . ) のとき、

P (Y = j|X = i) ,Cov(X,Y ), V (Y ) を求めよ

■練習問題 6.11 |a| < 1　として、P (X = i∩ Y = j) = (1− a)2ai (0 5 j 5 i) である。P (X = i|Y = j),

P (Y = j|X = i), E(Y |X), E(X|Y )を求めよ。

■例題

f(X,Y )(x, y) =

{
6
5 (x2 + y) 0 5 x, y 5 1
0 その他

とするとき、周辺密度 fX(x), fY (y), E(X), E(Y ), fY |X(y|x), fX|Y (x|y), E(Y |X), E(X|Y ), E(Y 2|X) を

求めよ。

(1) 0 5 x 5 1 に対して、fX(x) =
∫ 1

0
f(X,Y )(x, y)dy = 6

5 (x2 + 1
2 )

(2)0 5 y 5 1 に対して、fY (y) =
∫ 1

0
f(X,Y )(x, y)dx = 6

5 (y + 1
3 )

(3)E(X)=3/5 (4)E(Y ) = 3/5

(5)fY |X(y|x) = x2+y
x2+1/2 (0 5 x, y 5 1) (6)fX|Y (x|y) = y+x2

y+1/3 (0 5 x, y 5 1)

(7)E(Y |X) =
X2
2 + 1

3
X2+ 1

2
(0 5 x 5 1) (8)E(X|Y = y) = y+ 1

4
y+ 1

3
(0 5 y 5 1)
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(9)E(Y 2|X = x) =
x2
3 + 1

4
x2+ 1

2
(0 5 x 5 1)

■例題

f(X,Y )(x, y) =

{
6

(1+x+y)4 0 < x, y < ∞
0 その他

とするとき、周辺密度 fX(x), E(X), fX|Y (x|y), E(X|Y ) を求めよ。

x, y > 0 として、(1) fX(x) =
∫∞
0

f(X,Y )(x, y)dy = 2
(1+x)3 (2)E(X)=1 (3)fX|Y (x|y) = 3(1+y)3

(1+x+y)4

(4)E(X|Y ) = Y +1
2

■例題

f(X,Y )(x, y) =

{
8xy 0 5 y 5 x 5 1
0 その他

とするとき、周辺密度 fX(x), fY (y), E(X), E(Y ), fY |X(y|x), fX|Y (x|y), E(Y |X), E(X|Y ), E(Y 2|X) を

求めよ。

0 5 x 5 y 5 1 とする。(1) fX(x) =
∫ x

0
f(X,Y )(x, y)dy = 4x3 (2)fY (y) =

∫ 1

y
f(X,Y )(x, y)dx =

4y(1− y2) (3)E(X)=4/5 (4)E(Y ) = 8/15 (5)fY |X(y|x) = 2y
x2 (6)fX|Y (x|y) = 2x

1−y2 (7)E(Y |X) =
∫ x

0
yfY |X(y|X)dy = 2X

3 (8)E(X|Y ) =
∫ 1

y
xfX|Y (x|Y )dx = 2(1+Y +Y 2)

3(1+Y )

(9)E(Y 2|X) = X2

2

■練習問題 6.12 X～N(µ1, σ1
2), Y～N(µ2, σ2

2), X と Y は独立とする。以下を求めよ。

(1)E(X|X) 　 (2)E(Y |X) (3)E(X2|X) (4)E(XY |X) (5)E((X + Y )2|X)

(6)条件付分散 V (X + Y |X) ( = E((X + Y )2|X)− (E(X + Y |X))2 )

■練習問題 6.13 E(Y |X) = 2X + 1, E(X) = 1, V (X) = 3 のとき、　 E(Y ), E(XY )　を求めよ。

■練習問題 6.14

f(X,Y )(x, y) =

{
24y(1− x) 0 5 y 5 x 5 1
0 その他

とするとき、周辺密度 fX(x), fY (y), E(X), E(Y ), fY |X(y|x), fX|Y (x|y), E(Y |X), E(X|Y ), E(Y 2|X) を

求めよ。

■練習問題 6.15

f(X,Y )(x, y) =

{
2xye−x(1+y2) 0 < y, x < ∞
0 その他
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とするとき、周辺密度 fX(x), fY (y), E(X), E(Y ), fY |X(y|x), fX|Y (x|y), E(Y |X), E(X|Y ), E(X2|Y ) を

求めよ。

■練習問題 6.16

f(X,Y )(x, y) =

{
4
π x, y > 0, x2 + y2 < 1
0 その他

とするとき、周辺密度 fX(x), E(X), fY |X(y|x), E(Y |X) を求めよ。

■練習問題 6.17

f(X,Y )(x, y) =

{
c sin(x + y) 0 5 x, y 5 π

2

0 その他

とするとき、定数 c, 周辺密度 fX(x), E(X), fY |X(y|x), E(Y |X) を求めよ。

■練習問題 6.18

f(X,Y )(x, y) =

{
ce−2x−y 0 < y < x < ∞
0 その他

とするとき、(1)定数 c (2) 周辺密度 fX(x) (3) fY (y) (4) E(X) (5)E(Y ) (6) fY |X(y|x)

(7) fX|Y (x|y) (8) E(X|Y ) (9)V (X|Y ) (10)E(XY |Y ) (11) E(XY ) (12)Cov(X, Y )を求めよ。

■練習問題 6.19 X ∼ Exp(1), X = xのもとで、Y ∼ Exp(x)である。　以下を求めよ。

(1)f(X,Y )(x, y) (2)fY (y) (3) E(Y |X = x) (4)V (Y |X) (5)fX|Y (x|y) (6)E(X|Y ) (7) V (X|Y )

■練習問題 6.20 X1 ∼ N(2, 32), X1 = x のもとで X2 ∼ N(2x + 1, x2), X1 = x1, X2 = x2 のもとで

X3 ∼ N(3x1 + x2, (x1 + x2)2) である。　以下を求めよ。

(1) E(X2|X1 = x) (2)E(X2) (3) V (X2|X1 = x) (4) V (X2) (5) E(X1X2) (6)Cov(X1, X2)

(7)E(X3) (8)(∗) V (X3)

(その他の条件付期待値の練習問題は　藤田岳彦・高岡浩一郎著　穴埋め式　確率統計らくらくワークブック

　講談社　参照）

■十分統計量 まず、離散の場合　尤度関数　 L(x1, . . . , xn; θ) = P (X1 = x1 ∩ · · · ∩Xn = xn) = P (X1 =

x1) · · ·P (Xn = xn)をとり、さらに統計量 (母パラメータ θ の推定量) T = θ̂(X1, . . . , Xn)をとる。

このとき、P (X1 = x1 ∩ · · · ∩Xn = xn|T = x)=母パラメータ θ に依存しない量　となるとき、統計量 T を

母パラメータ θ に対する十分 (充足)統計量という。　意味は　 T で条件付けたら母パラメータ θ に依存しな

い量になるということは　この統計量は母パラメータ θ のすべての情報を含んだ統計量であるということを示

している。連続確率変数の場合も同様である。
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■例 (ポアソン母集団) X1, . . . Xn ∼ Po(λ) で独立（ポアソン母集団からの n 個の標本) とする。T =

X1 + X2 + · · · + Xn とすると、上の x は　 x = x1 + x2 + · · · + xn でなければならず、( それでなければ

　条件付き確率の分子=0) このとき、P (X1 = x1 ∩ · · · ∩ Xn = xn|T = x) = P (X1=x1∩···∩Xn=xn∩T=x)
P (T=x) =

P (X1=x1∩···∩Xn=xn)
P (Po(nλ)=x) = x!

x1!···xn! (
1
n )x (多項分布) よって　右辺は　パラメータ λに依存しないので　 T は　

パラメータ λの十分統計量.

■例 (2項母集団) X1, . . . Xn ∼ B(N, p)で独立（2項母集団からの n個の標本)とする。ただし　 N は既知

とする。T = X1+X2+· · ·+Xnとすると、上の xは　 x = x1+x2+· · ·+xnでなければならず、(それでなけ

れば　条件付き確率の分子=0) このとき、P (X1 = x1∩ · · ·∩Xn = xn|T = x) = P (X1=x1∩···∩Xn=xn∩T=x)
P (T=x) =

P (X1=x1∩···∩Xn=xn)
P (B(nN,p)=x) =

(N
x1

)···( N
xn

)
(nN

x ) (多次元超幾何分布) よって　右辺は　パラメータ p に依存しないので　

T は　パラメータ pの十分統計量.

■例 (幾何母集団) X1, . . . Xn ∼ Ge(p)で独立（幾何母集団からの n個の標本)とする。T = X1 +X2 + · · ·+
Xnとすると、上の xは　 x = x1+x2+· · ·+xnでなければならず、(それでなければ　条件付き確率の分子=0)

このとき、P (X1 = x1∩· · ·∩Xn = xn|T = x) = P (X1=x1∩···∩Xn=xn∩T=x)
P (T=x) = P (X1=x1∩···∩Xn=xn)

P (NB(n,p)=x) = 1

(n+x−1
x )

(x1 + x2 + · · ·+ xn = x上の一様分布) よって　右辺は　パラメータ pに依存しないので　 T は　パラメータ

pの十分統計量.

■例 (正規母集団) X1, . . . Xn ∼ N(µ, σ2)で独立（正規母集団からの n個の標本)とする。ただし　 σ2 は既

知とする。T = X1 + X2 + · · ·+ Xn とすると、上の xは　 x = x1 + x2 + · · ·+ xn でなければならず、この

とき、L(x1, . . . , xn|T = x) =
fN(µ,σ2)(x1)···fN(µ,σ2)(xn)

fN(nµ,nσ2)(x) =
√

2πnσ
(
√

2πσ)n
e−

1
2σ2

Pn
i=1 x2

i + x2

2nσ2 よって　右辺は　パラ

メータ µに依存しないので　 T は　パラメータ µの十分統計量.

6.5 順序統計量

X1, X2, . . . Xn を独立同分布の確率変数とする。また分布関数を F (x), 密度関数を f(x) とする。

X1, X2, . . . Xn を大小順に並べ替えて X(1) < X(2) < · · · < X(n) とする。

すると　 X(i) の密度関数を　 fX(i)(x)とすると、P (X(i) ∈ (x, x + dx)) = n個のうち i− 1個が x以下か

つ 1個が xと x + dxの間かつ n− i個が x + dx以上 = n!
(i−1)!(n−i)!F (x)i−1f(x)dx(1− F (x))n−i

つまり fX(i)(x) = n!
(i−1)!(n−i)!F (x)i−1(1− F (x))n−if(x)

　とくに、

fmin (X1,...,Xn)(x) = fX(1)(x) = n(1− F (x))n−1f(x)

fmax(X1,...Xn)(x) = fX(n)(x) = nF (x)n−1f(x)

また　 i < j として、(X(i), X(j))の密度関数を　 f(X(i),X(j))(x, y) (x < y)とすると

P (X(i) ∈ (x, x + dx)　 ∩X(j) ∈ (y,ｙ+ dy)) = n個のうち i− 1個が x以下かつ 1個が xと x + dxの間

かつ j − i− 1個が x + dx以上 y 以下 1個がｙと y + dy の間 n− j 個がｙ+ dy 以上

= n!
(i−1)!(j−i−1)!(n−j)!F (x)i−1f(x)dx(F (y)− F (x))j−i−1f(y)dy(1− F (y))n−j

つまり f(X(i),X(j))(x, y) = n!
(i−1)!(j−i−1)!(n−j)!F (x)i−1(F (y)− F (x))j−i−1(1− F (y))n−jf(x)f(y)

　また、 f(X(1),X(2),....X(n))(x1, x2, . . . , xn) = n!fX(x1)fX(x2) · · · fX(xn) (x1 5 x2 5 · · · 5 xn)
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■ 例 (一様分布の順序統計量) U1, . . . , Un ∼ U(0, 1) で独立とし、それらを並べ替えて順序統計量を作り、

U(1) 5 U(2) 5 · · · 5 U(n) とする。

fU(i)(x) = n!
(i−1)!(n−i)x

i−1(1− x)n−i, つまり、　

U(i) ∼ β(i, n− i + 1), E(U(i)) =
i

i + n− i + 1
=

i

n + 1
, V (U(i)) =

i(n− i + 1)
(n + 1)2(n + 2)

i < j として、f(U(i),U(j))(x, y) = n!
(i−1)!(j−i−1)!(n−j)!x

i−1(y − x)j−i−1(1 − y)n−j (x < y) 　する

と、fU(j)−U(i)(x) =
∫ 1

0
f(U(i),U(j))(u, u + x)du =

∫ 1−x

0
n!

(i−1)!(j−i−1)!(n−j)!u
i−1xj−i−1(1 − u − x)n−jdu =

xj−i−1(1−x)n−j+i

B(j−i,n−j+i+1)

つまり、　

U(j) − U(i) ∼ β(j − i, n− j + i + 1)

とくに　max(U1, . . . , Un)−min(U1, . . . , Un) = U(n)−U(1) ∼ β(n−1, 2), fmax(U1,...,Un)−min(U1,...,Un)(x) =

n(n− 1)xn−2(1− x)

ここで、 U(n) − U(1) = R は　範囲 (Range)(一般には X(n) −X(1)) といわれる統計量である。*8

E(R) = E(β(n− 1, 2)) = n−1
n+1 , V (R) = V (β(n− 1, 2)) = 2(n−1)

(n+1)2(n+2)

もう少し調べてみると、(以下は ((**)))

f(U(1),U(2),...,U(n))(x1, x2, . . . , xn) = n! (0 5 x1 5 x2 5 · · · 5 xn 5 1) より、変数変換を施して

f(U(1)−0,U(2)−U(1),...,U(n)−U(n−1))(y1, y2, . . . , yn) = n! (yi = 0, y1 + y2 + · · ·+ yn 5 1)

つまり、

(U(1), U(2) − U(1), . . . , U(n) − U(n−1)) ∼ β(1, 1, . . . , 1︸ ︷︷ ︸
n+1 個

) (多次元ベータ分布は後述)

　これの周辺分布を考えても U(i+1) − U(i) ∼ β(1, n)　 U(j) − U(i) ∼ β(j − i, n− j + i + 1)がわかる。

また、v1 = x1
x2

, v2 = x2
x3

, . . . , vn−1 = xn−1
xn

, vn = xn とおいて変数変換すると、x1 = v1v2 · · · vn, x2 =

v2 · · · vn, xn−1 = vn−1vn, xn = vn となるので　ヤコビアン=v2v
2
3 · · · vn−2

n−1vn−1
n 　となり、

f
(

U(1)
U(2)

,
U(2)
U(3)

,...,
U(n−1)

U(n)
,

U(n)
1 )

(v1, v2, . . . , vn) = 2v2(3v2
3) . . . ((n − 1)vn−2

n−1)(nvn−1
n ) (0 5 v1, v2, . . . , vn 5 1) 　

となり、

U(1)

U(2)
,
U(2)

U(3)
, . . . ,

U(n−1)

U(n)
,
U(n)

1
は独立で、f U(i)

U(i+1)

(x) = ixi−1 (0 5 x 5 1)

つまり、 U(i)

U(i+1)
∼ max(U1, U2, . . . , Ui)　がわかる。

■例 (指数分布の順序統計量)(∗∗) まず、　 X1, X2, . . . , Xn, Xn+1 ∼ Exp(λ)で独立とする。

f(X1,X2,...,Xn,Xn+1)(x1, x2, . . . , xn, xn+1) = λn+1e−λ(x1+x2+···+xn+xn+1) (xi = 0) を変数変換して、

f(X1,X1+X2,...,X1+···+Xn,,X1+···+Xn+Xn+1)(y1, y2, . . . , yn, y) = λn+1e−λy (0 5 y1 5 · · · 5 yn 5 y)

*8 一般には fR(x) =
R∞
−∞ f(X(1),X(n))

(u, x + u)du = n(n− 1)
R∞
−∞ fX(x)fX(u + x)(FX(u + x)− FX(u))n−2du となる。
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また周辺分布 X1 + X2 + · · ·+ Xn+1 ∼ Γ(n + 1, λ)　となるので

fX1+X2+···+Xn+1(y) = λn+1

Γ(n+1)y
ne−λy (同時分布をn重積分しても得られる。)

つまり、　 f(X1,X1+X2,...,X1+···+Xn)|X1+X2+···+Xn+Xn+1)(y1, y2, . . . , yn|y)

=
f(X1,X1+X2,...,X1+···+Xn,,X1+···+Xn+Xn+1)(y1,y2,...,yn,y)

fX1+X2+···+Xn+1 (y)

= n!
yn (0 5 y1 5 · · · yn 5 y)

これは　X1 +X2 + · · ·+Xn +Xn+1 = y　という条件のもとでは、(X1, X1 +X2, . . . , X1 +X2 + · · ·+Xn) ∼
y(U(1), U(2), . . . , U(n)) を示しており、ほとんど同じことであるが、これは　 1

X1+X2+···+Xn+Xn+1
(X1, X1 +

X2, . . . , X1 + X2 + · · ·+ Xn) ∼ (U(1), U(2), . . . , U(n))で　X1 + X2 + · · ·+ Xn+1 と独立であることを示して

いる。これと　ガンマ分布、ベータ分布の関係からも、　 U(i) ∼ β(i, n− i+1) がわかることに注意しておく。

さらに、X1, X2, . . . , Xn を小さいほうから並べ替えて順序統計量 (X(1), X(2), . . . , X(n))　を作ると、一様

乱数 Ui 　を用いて Xi = − 1
λ log Ui とおけることと、− log 　が単調減少より、X(i) = − 1

λ log U(n−i+1) と

表すことができる。すると、一様分布の結果を翻訳して、X(1), X(2) − X(1), . . . , X(n) − X(n−1) は独立で、

X(i+1) −X(i) ∼ − 1
λ log U(n−i)

U(n−i+1)
∼ − 1

λ log max(U1, U2, . . . , Un−i+1) がわかり、

P (X(i+1) − X(i) = x) = P (− 1
λ log max(U1, U2, . . . , Un−i+1) = x) = P (max(U1, U2, . . . , Un−i+1) 5

e−λx) = e−(n−i)λx,つまり、X(i+1) − X(i) ∼ Exp(λ(n − i)) がわかる。X(1) ∼ min(X1, X2, . . . , Xn) ∼
Exp(nλ) (X(0) = 0 と考えても良い。) とあわせて X(i) ∼ Exp(nλ) + · · · + Exp((n − i + 1)λ) となり、

E(X(i)) = 1
λ ( 1

n + 1
n−1 + · · · + 1

n−i+1 ) とくに E(max(X1, X2, . . . , Xn)) = 1
λ ( 1

n + 1
n−1 + · · · + 1

2 + 1) とな

る。(これは　後述の指数分布のところでは別のやり方で証明した。)*9

■練習問題 6.21 Ui(i = 1, 2, 3, 4) ∼ U(0, 1) で独立とする。以下を求めよ。(1) P (U2 < U3 < U4 < U1)

(2)P (U1 < U2 > U3 > U4) (3) fU(2) (4)E(U(2)) (5)V (U(2)) (6)P (U(3) + U(4) < 1) (7) さらに Ui

と独立な X ∼ U(0, 1) をとってきたとき、P (X 5 U(2))

■練習問題 6.22 Xi(i = 1, 2, 3, 4, 5) は独立で同分布 fXi(x) = 2x (0 5 x 5 1) とする。以下を求めよ。

(1) fX(3)(x) を求めよ。 (X3 は順序統計量としてのメディアンである。

(2) E(X(3)) (3) f(X(4),X(5))(x, y) (4)fX(4)|X(5)
(x|y)

(5)E(X(4)|X(5))　

■練習問題 6.23 長さ 1 の線分上にランダムに 2 点をとり、端に近いほうの長さを X とするとき、分布関

数 FX(u)　を求めよ。

■練習問題 6.24 (1)U1, U2 ∼ U(0, 2π) で独立とするとき、範囲 R = U(2) − U(1) の密度関数を求めよ。

(2)円周上に無作為に 2点をとったとき、　短いほうの弧の長さ Y を Rを用いて定義し、E(Y )を求めよ。

*9 指数分布の無記憶性を用いれば　、次のように直感的にも理解できる。まず最初は n 個の独立な指数分布の最小のものなので、
Exp(nλ) 　その後は n− 1 個に個数が減り、また指数分布の無記憶性より、前と独立、これを繰り返していけばよい。　また　
この考え方を用いて、お菓子のおまけが n種類あるとき全種類そろえるまでに平均何回かかるか？　という問題なども同様の考え
方で解ける。
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■練習問題 6.25 X1, X2, . . . , X5 は独立で同分布な連続確率変数とする。　このとき以下を求めよ。

(1)P (X1 < X2 < X3 < X4 < X5), P (X1 < X5 < X3 < X2 < X4)

(2)P (max(X1, X2, X3) < min(X4, X5))

■練習問題 6.26 X1, X2, . . . , Xn は独立で同分布, 共通の密度関数を f(x), 分布関数を F (x) とする。

X1, X2, . . . , Xn を並べ替えて、　 X(1) < X(2) < · · · < X(n) とし、　 Yi,n = F (X(i)), Zi,n = nYi,n
*10とす

るとき、以下を求めよ。　

(1) fX(n)(x) (2) fX(1)(x) (3) fX(i)(x) (4) i < j として　 f(X(i),X(j))(x, y) (5)fX(n)−X(1)(x)

(6)fYi,n (7)E(Yi,n) (8) lim
n→∞

FZn,n(n− x) (9) lim
n→∞

FZ1,n(x)

6.6 死力、故障率、危険率

P (X > 0) = 1 である連続確率変数*11 となる X に対して λX(t) = lim∆t→0
P (t<X<t+∆t|X>t)

∆t となる

λX(t) を死力 (force of mortality)、故障率 (failure rate)、危険率 (hazard rate) などと呼ぶ*12。 意味は　X

を機械や生物、対象物の寿命としたとき、 P (X > t)= tまで生きている確率 (生存関数=F̄X(t)=1−FX(t)と

呼ばれる.) なので tまで動いている機械が tと t + ∆tの間に故障する確率が λX(t)∆t となるものである。*13

λX(t) = lim
∆t→0

P (t < X < t + ∆t|X > t)
∆t

= lim
∆t→0

F̄X(t)− F̄X(t + ∆t))
∆tF̄X(t)

=
fX(t)
F̄X(t)

=
d

dt
(− log F̄X(t))

　すると、　

− log F̄X(t) =
∫ t

0

λX(s)ds, F̄X(t) = e−
R t
0 λX(s)ds (∵ F̄X(0) = 1),

FX(t) = 1− e−
R t
0 λX(s)ds, fX(t) = λX(t)e−

R t
0 λX(s)ds

のように λX(t) から確率分布のすべてが再現される。

生存確率 tpx (現在 x歳の人がさらに t年より多く生きる確率)を考える。すると、

tpx = P (X > x + t|X > x) =
F̄X(x + t)

F̄X(x)
= e−

R x+t
x

λX(s)ds

x歳の人の平均余命 e̊x = E(X − x|X > x) =
∫∞
0

P (X − x > t|X > x)dt =
∫∞
0 tpxdt, (∵ 期待値 = テイル

確率 (しっぽ確率)の積分 を用いた)*14∫∞
0

ttpxdt =
∫∞
0

tP (X − x > t|X > x)dt = E(
∫∞
0

t1X−x>tdt|X − x) = E(
∫ X−x

0
tdt|X > x) = 1

2E((X −
x)2|X > x) より、

*10 本来　 X(i) は　 nにも依存していることに注意する。
*11 非負値離散確率変数に対しては λX(k) =

P (X=k)
1−FX (k−0)

=
P (X=k)

F̄X (k)

*12 保険数理、信頼性工学、 医学統計、金融工学など様々の分野で使われる重要な概念である。　分野に応じて使用する名前が異なる
がすべて同じ意味である。

*13 生保数理では λX(t) = µt と書かれる。
*14 x 歳の人の余命確率密度 fX−x|X>x(t) = − d

dt
P (X − x > t|X > x) = − d

dt tpx = (
fX (x+t)
P (X>x)

=
fX (x+t)

P (X>x+t)
P (X>x+t)

P (X>x)
=

µx+ttpx) を用いて部分積分してもよい。 また、集団の寿命 ω がある場合は e̊x = E(X − x|X > x) =
R ω−x
0 P (X − x >

t|X > x)dt =
R ω−x
0 tpxdt となるが, 自然に tpx = 0 (t > ω − x) となるので上のままでもよい。
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x歳の人の余命の分散=E((X − x)2|X > x)− (E(X − x|X > x))2 =
∫∞
0

2ttpxdt− (
∫∞
0 tpxdt)2 で計算され

る。

また, 　定期平均余命 (つまり、n 年後以降は n と数えた平均余命。生命保険数理テキスト参照)n̊ex =

E(min(X − x, n)|X > x)) =
∫∞
0

P (min(X − x, n) > t|X > x)dt =
∫∞
0

P (X − x > t ∩ n > t|X >

x) =
∫ n

0
P (X − x > t|X > x)dt =

∫ n

0 tpxdt で計算され、据置平均余命 (n 年後以降の超過年数だけを数え

る.) n|̊ex = E(max(X − x− n, 0)|X > x) =
∫∞
0

P (max(X − x− n, 0) > t|X > x)dt =
∫∞
0

P (X − x− n >

t ∪ 0 > t)|X > x)dt =
∫∞
0

P (X − x > n + t)|X > x)dt =
∫∞

n
P (X − x > t)|X > x)dt =

∫∞
n tpxdt で計算

される。min(X − x, n) + max(X − x− n, 0) = X − x より、　̊ex=n̊ex + n|̊ex である。

■計算例 (1)X ∼ U(0, T ) T > tとして、F̄X(t) = P (X > t) = T−t
T

λX(t) = − ∂
∂t log F̄X(t) = 1

T−t

0 < x < T, 0 < t < T − xに対して tpx = F̄X(x+t)
F̄X(x)

= T−t−x
T−x

■計算例 (2)X ∼ Exp(λ) t > 0として、̄FX(t) = P (X > t) =
∫∞

t
λe−λudu = e−λt

λX(t) = − ∂
∂t log F̄X(t) = λ

t > 0に対して tpx = F̄X(x+t)
F̄X(x)

= e−λt *15

■計算例 (3)X ∼ max(U(0, T ), U(0, T )) T > tとして、F̄X(t) = P (X > t) = 1− t2

T 2

λX(t) = − ∂
∂t log F̄X(t) = 2t

T 2−t2

0 < x < T, 0 < t < T − xに対して tpx = F̄X(x+t)
F̄X(x)

= T 2−(x+t)2

T 2−x2

■計算例 (4)X ∼ min(U(0, T ), U(0, T )) T > tとして、F̄X(t) = P (X > t) = (T−t
T )2

λX(t) = − ∂
∂t log F̄X(t) = 2

T−t

0 < x < T, 0 < t < T − xに対して tpx = F̄X(x+t)
F̄X(x)

= (T−(x+t)
T−x )2

■計算例 (5)X ∼ min(Exp(λ), Exp(λ)) min(Exp(λ), Exp(λ)) ∼ Exp(2λ) より、t > 0 として、̄FX(t) =

P (X > t) =
∫∞

t
λe−λudu = e−2λt

λX(t) = − ∂
∂t log F̄X(t) = 2λ

t > 0に対して tpx = F̄X(x+t)
F̄X(x)

= e−2λt

■計算例 (6)X ∼ max(Exp(λ), Exp(λ)) t > 0として、̄FX(t) = P (X > t) = 1−P (X 5 t) = 1−(1−e−λt)2

λX(t) = − ∂
∂t log F̄X(t) = 2(1−e−λt)λe−λt

1−(1−e−λt)2

t > 0に対して tpx = F̄X(x+t)
F̄X(x)

= 1−(1−e−λ(x+t))2

1−(1−e−λx)2

*15 これが　 xに依存しないことが指数分布の無記憶性の意味
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■計算例 (7)X ∼ |N(0, 1)| t > 0として、̄FX(t) = P (|N(0, 1)| > t) = 2(1−Φ(x)) Φ(x) = P (N(0, 1) 5 x)

λX(t) = − ∂
∂t log F̄X(t) = fN(0,1)(t)

1−Φ(t)

t > 0に対して tpx = F̄X(x+t)
F̄X(x)

= 1−Φ(x+t)
1−Φ(x)

■計算例 (8)X = ワイブル分布 X がパラメータ γ(> 0), a(> 0) のワイブル分布であるとは密度関数が

fX(x) = aγ(ax)γ−1e−(ax)γ

(x > 0)となることである。t > 0として、̄FX(t) = P (X > t) = e−(at)γ

λX(t) = − ∂
∂t log F̄X(t) = aγ(at)γ−1

t > 0に対して tpx = F̄X(x+t)
F̄X(x)

= e−a(x+t)γ+(ax)γ

■計算例 (9)ゴムパーツモデル A > 0, B > 0として、λX(t) = AeBt と仮定されたモデルをゴムパーツモデ

ルという。

F̄X(t) = e−
R t
0 λX(s)ds = e−

A(eBt−1)
B

t > 0に対して tpx = F̄X(x+t)
F̄X(x)

= e−
AeBx(eBt−1)

B

■計算例 (10)メーカムモデル A > 0, B > 0として、λX(t) = C + AeBt と仮定されたモデルをメーカムモデ

ルという。

F̄X(t) = e−
R t
0 λX(s)ds = e−Ct−A(eBt−1)

B

t > 0に対して tpx = F̄X(x+t)
F̄X(x)

= e−Ct−AeBx(eBt−1)
B

■ 練習問題 6.27 A > 0, B > 0, C > 0 として、(1)λX(t) = C + AtB のとき、(2)λX(t) = C + A log(t + B)

の各場合について、F̄X(t), tpx をそれぞれ求めよ。

■練習問題 6.28 上の計算例 (1) から (6)　において　平均余命̊ex, 据置平均余命 n|̊ex をそれぞれ求めよ。

■練習問題 6.29 以下の密度関数を持つ確率変数について, 死力 λX(t)をそれぞれ求めよ。(1) 2t (0 5 t 5 1)

(2) 1
t2 (t = 1)

(3) 2te−t2 (t = 0)

■練習問題 6.30 以下の死力 λX(t), (t = 0) 　が与えられたとき、対応する非負確率変数の分布関数 FX(t)

をそれぞれ求めよ。

(1) 1
1+t (2)2t (3)t3 (4)e−t

■練習問題 6.31 ある生物の死力は at3, (t = 0)でそのメディアンは 4ヶ月である。定数 aを求め、新しく生

まれた生物が少なくとも 6ヶ月生きる確率を求めよ。

■練習問題 6.32 ある機械の故障率は λX(t) =





1− t (0 5 t 5 1)

t− 1 (t = 1)
である。密度関数 fX(t)とメディアン

　mをそれぞれ求めよ。
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■練習問題 6.33 ある電灯の故障率は　 λX(t) =





1/2 (0 5 t 5 1)

t (1 5 t 5 2)

4 (t = 2)

である。　電灯の寿命を X としたと

き、　 P (X > 1), P (X > 2), メディアンm を求めよ。

6.7 離散確率分布

以下、色々分布例を紹介する。

6.7.1 ２項分布 B(n, p), ベルヌーイ分布 Be(p)=B(1, p)

(2項分布は Bin(n, p), b(n, p), Binom(n, p), Bn(n, p)などとも書かれる)

■2項分布の定義 X～B(n, p) (パラメータ n, pの２項分布)であるとは、

P (X = k) =
(

n

k

)
pk(1− p)n−k (k = 0, 1, 2, · · · , n)

(注意：これは X の分布 = B(n, p)という意味。同様に X～Y と書けば X の分布 = Y の分布)

とくに、B(1, p) = Be(p) (パラメータ pのベルヌーイ分布)

P (Be(p) = 1) = p, P (Be(p) = 0) = 1− p

これは、成功と失敗しかない試行「ベルヌーイ試行」（または、試行を成功と失敗の２種類に分類する）で成功

すれば 1,失敗すれば 0としたもの (成功確率 = pとする)

つまり、X ′～Be(p)であるとは、

X ′ =

{
1 （成功）
0 （失敗）

と成功をカウントする確率変数。

■2項分布の意味 ２項分布の意味は n回独立にベルヌーイ試行を行うときの成功回数 = X とすると、X～

B(n, p)

■2項分布の性質 • E(X) = np, V (X) = np(1− p), E(tX) = (1− p + pt)n

• ベルヌーイ分布との関連
X1, X2, · · · , Xn～Be(p)で独立とし、X = X1 + X2 + · · ·+ Xn とすると、X～B(n, p)

(∵ E(tXi) = 1− p + ptより E(tX1+X2+···+Xn) = (1− p + pt)n = E(tX))

• 再生性 X～B(n, p), Y～B(m, p), X,Y は独立なら

X + Y～B(n + m, p)

• n−X～B(n, 1− p)

• X～B(n, p1), 条件 X = k のもとで Y～B(k, p2)なら Y～B(n, p1p2)
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(ただし、k = 0なら P (Y = 0) = 1とする)

∵ E(tY ) = E(E(tY |X)) = E(E(tY |X = k)|k=X) = E((1− p2 + tp2)X)

= (1− p1 + p1(1− p2 + tp2))n = (1− p1p2 + p1p2t)n = E(tB(n,p1p2))

• X～Po(λ), X = k のもとで Y～B(k, p)なら Y～Po(λp)

E(tY ) = E(E(tY |X)) = E((1− p + pt)X) = e−λ(1−(1−p+pt)) = e−λp(1−t) = E(tPo(pλ))

■計算例 　 X～B(n, p), Y～B(m, p), Z～B(m′, 1− p) X,Y, Z は独立とする。

・ P (XY = 0) = P (X = 0) + P (Y = 0)− P (X = 0)P (Y = 0) = (1− p)n + (1− p)m − (1− p)m+n

・ m≥2, n≥2として

P (XY = 2) = P (X = 1∩Y = 2) + P (X = 2∩Y = 1)

= np(1− p)n−1

(
m

2

)
p2(1− p)m−2 +

(
n

2

)
p2(1− p)n−2mp(1− p)m−1

・ P (X = Z) = P (X + m′ − Z = m′) = P (B(n, p) + B(m′, p) = m′) = P (B(n + m′, p) = m′)

=
(

n + m′

m′

)
pm′

(1− p)n

・ E(2X) = gX(2) = (1− p + 2p)n = (1 + p)n

E(X2X) = 2g′X(2) = 2np(1 + p)n−1

・ E

(
1

1 + X

)
= E

[∫ 1

0

tX dt

]
=

∫ 1

0

E(tX) dt =
∫ 1

0

gX(t) dt =
∫ 1

1−p

un du

p
=

1− (1− p)n+1

(n + 1)p

・ p～U(0, 1)で X と独立とすると

P (X = k) =
∫ 1

0

P (X = k|p = x) dx =
(

n

k

) ∫ 1

0

xk(1− x)n−k dx =
(

n

k

)
B(k + 1, n− k + 1)

=
(

n

k

)
Γ(k + 1)Γ(n− k + 1)

Γ(n + 2)
=

n!
k!(n− k)!

×k!(n− k)!
(n + 1)!

=
1

n + 1
(k = 0, 1, 2, · · · , n)

つまり、X～DU{0, 1, 2, · · · , n}
・ B(N, p)で N が既知のときの pの最尤推定量

L(p) = P (X1 = x1) · · · P (Xn = xn) =定数 ×px1(1− p)N−x1 · · · pxn(1− p)N−xn

∴ 0 =
∂log L(p)

∂p
=

x1 + · · ·+ xn

p
− Nn− (x1 + · · ·+ xn)

1− p
を解いて

p̂ =
∑

x

Nn
=

x

N
これは、E(p̂) = E(

x

N
) =

Np

N
= p より不偏推定量。

■シミュレーション 離散逆関数法を用いる。または、

U1, U2, . . . , Un ∼ U(0, 1) で独立とし、Xi =





1 Ui < p

0 Ui = p
とベルヌーイ確率変数を作り、X =

n∑

i=1

Xi とする。

■練習問題 6.34 Xk ∼ Be(pk) で X1, . . . Xn は独立とする。このとき、　 max(X1, . . . , Xn) ∼?,

min(X1, . . . , Xn) ∼?
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■練習問題 6.35 X1, . . . Xnは独立で　 Xi ∼ Be(p) である。Xi = 0 ∩Xi+1 = 1 となる i(i = 1, . . . n − 1)

の個数を Y とする。E(Y ), V (Y )(∗) を求めよ。

■練習問題 6.36 大・小のサイコロを同時に投げる試行を n回繰り返す。　X=大のサイコロが 4以上の目が

出た試行回数, Y =サイコロの目の合計が 9以上の試行回数 とするとき、X の分布, Y の分布, E(X).、V (X),

E(Y ), V (Y ), Cov(X, Y )(∗)(Hint: i回目の試行で大のサイコロが 4以上のとき 1, 3以下のとき 0　とする確

率変数を Xi, 同様に Yj をつくり、 X, Y をそれらで表す.) また、サイコロの目の合計が 9以上が 3回以上お

こったときだけ得点が与えられ、その試行回数と 3の差だけ得点が与えられるゲームの期待得点も求めよ。

■ 練習問題 6.37 　 3 個のサイコロを同時に投げる試行で出た目の数の積が 4 で割り切れる事象を A とす

る。この事象を n回 (n = 2)繰り返すとき、事象 Aがちょうど k 回起これば 2k 円もらえるとする。　もらえ

るお金を X とするとき、E(X), V (X) を求めよ。 また、2回以上起こったときのみ、起こった回数と 2の差

額だけもらえるとしたとき、もらえる金額を Y とし、E(Y ), E(Y 2)(∗) を求めよ。　また、事象 Aが i回目に

起こったら 2i 円もらえ i 回目に起こらなかったらなにももらえないとするとしもらえる金額の総計を Z とす

るとき、E(Z), V (Z) を求めよ。

■練習問題 6.38 X ∼ B(n + 1, 1/2), Y ∼ B(n, 1/2) で独立とする。

P (X > Y ) を求めよ。

(Hint n + 1−X ∼ X, n− Y ∼ Y を用いよ。)

6.7.2 離散一様分布,DU{1, 2, · · · , n}, DU{0, 1, 2, · · · , n}
■離散一様分布の定義 X～DU{1, 2, · · · , n} ({1, 2, · · · , n}上の離散一様分布)　であるとは、

P (X = k) =
1
n

(k = 1, 2, · · · , n)

すると、E(X) =
n∑

k=1

kP (X = k) =
n + 1

2
, E(X2) =

n∑

k=1

k2P (X = k) =
(n + 1)(2n + 1)

6

∴ V (X) = E(X2)− (E(X))2 =
(n + 1)(n− 1)

12
, E(tX) =

n∑

k=1

tk
1
n

=
1
n
· t− tn+1

1− t

同様に X～DU{0, 1, 2, · · · , n}であるとは、

P (X = k) =
1

n + 1
(k = 0, 1, 2, · · · , n)

E(X) =
n

2
, V (X) =

n(n + 2)
12

, E(tX) =
1

n + 1
·1− tn+1

1− t

■計算例 X, Y～DU{0, 1, 2, · · · , n} X,Y は独立のとき

P (0≤X + Y≤2n) = 1は明らか。

0≤k≤nのとき、P (X + Y = k) =
k∑

l=0

P (X = k − l)P (Y = l) =
k + 1
n2

n≤k≤2nのとき、P (X + Y = k) = P (n−X + n− Y = 2n− k) =
2n− k + 1

n2
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■シミュレーション

[(n + 1)U ] ∼ DU{0, 1, 2, · · · , n}

[(nU)] + 1 ∼ DU{1, 2, · · · , n}

■練習問題 6.39 1から N までの N 個の目を持つサイコロが大・小２つある。　このサイコロを同時に投げ

て　大のサイコロの目を X, 小のサイコロの目を Y とする. すると、　 P (X = k) = P (Y = k) = 1
N (1 5

k 5 N) で　 X, Y は独立である。　このとき以下を求めよ。ただし　 1 5 k 5 N で　 (1) では N = 4 と

する。

(1) P (XY 5 4 ∪X 5 2) (2)E(X) (3)V (X) (4)E(X(X + 1))

(5) E( 1
X(X+1) ) (6)E( 1

X(X+1)(X+2) ) (7)E(3X)

(8) P (max(X, Y ) 5 k) (9) P (max(X,Y ) = k) (10) P (min(X, Y ) = k)

(11) P (min(X, Y ) = k) (12) E(max(X,Y )) (13) V (max(X, Y ))

(14) E(min(X, Y )) (15) E(X|X = k) (16)E(X2|X 5 k)

(17) E(X|X = Y ) (18) E(X2|X = Y ) (19) E(X + Y |X)

(20) E(X|X + Y )

■練習問題 6.40 1から N までのカードがそれぞれ 1枚ずつあり　カードを 1枚引きその数を　 X ,それを

元に戻さないでカードを 1枚引きその数を Y とするとき、　以下を求めよ。ただし　 1 5 k 5 N で　 (1)で

は N = 4とし、(1)以外では　 N = 2 とする。

(1) P (XY 5 4 ∪X 5 2) (2)E(X) (3)V (X) (4)E(X(X + 1))

(5) E( 1
X(X+1) ) (6)E( 1

X(X+1)(X+2) ) (7)E(3X)

(8) P (max(X, Y ) 5 k) (9) P (max(X,Y ) = k) (10) P (min(X, Y ) = k)

(11) P (min(X, Y ) = k) (12) E(max(X,Y )) (13) V (max(X, Y ))

(14) E(min(X, Y )) (15) E(X|X = k) (16)E(X2|X 5 k)

(17) E(X|X = Y ) (18) E(X2|X = Y ) (19) E(X + Y |X)

■練習問題 6.41 1 から N までの N 個の目を持つサイコロが大・中・小 3 つある。　このサイコロを同時

に投げて　大のサイコロの目を X, 中ののサイコロの目を Y、小のサイコロの目を Z とする. すると、　

P (X = k) = P (Y = k) = P (Z = k) = 1
N (1 5 k 5 N)で　 X,Y, Z は独立である。　このとき以下を求

めよ。ただし　 1 5 k 5 N で　 (1), (2)では N = 4とする。

(1) P (XY Z = 4) (2)P (X + Y + Z = 4) (3)E(max(X,Y, Z))

(4)P (X + Y = Z) (5)P (X + Y 5 Z) (6)E(X|X = Y + Z)

(7)E(X + Y + Z|Y + Z) (8)E(X|X + Y + Z)

■練習問題 6.42 1 から N(N = 3) までの数が書かれた N 枚のカードがあり、そこから　 3 枚を一

度に抜き出し書かれている数を X1, X2, X3 とする。また、X1, X2, X3 を小さいほうから並べ替えて　

X(1) < X(2) < X(3) とする。 このとき、以下を求めよ。ただし (2) では　 N = 6 とする。

(1)P (X1 + X2 + X3 = 6) (2) P (X1X2X3 = 12) (3) E(Xi), V (Xi) (4)E(X1|X1 > X2, X1 > X3)

(5) E(X1, X2 < X1 < X3) (6) i 6= j のとき、Cov(Xi, Xj), ρ(Xi, Xj), V (X1 + X2 + X3) (7)

E(X(1),E(X(2)),E(X(3))
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6.7.3 幾何分布 Ge(p), ファーストサクセス分布 Fs(p)

■幾何分布 Ge(p)の定義 (Geom(p)などとも書く)

X～Ge(p)であるとは、

P (X = k) = p(1− p)k (k = 0, 1, 2, · · · )

■幾何分布の意味 ：独立にベルヌーイ試行を行うとき、初めて成功するまでに失敗した回数 = X とすると、

X～Ge(p)

E(X) =
1− p

p
, V (X) =

1− p

p2
, E(tX) =

p

1− (1− p)t

初めて成功するまでの回数 = X ′ とすると、X ′～Fs(p) 「パラメータ p のファースト サクセス分布」と書

き*16X ′ = X + 1 に注意しておく。

P (X ′ = k) = p(1− p)k−1 (k = 1, 2, · · · )

となり、

E(X ′) =
1
p
, V (X ′) =

1− p

p2
, E(tX

′
) =

pt

1− (1− p)t

■幾何分布の性質 • X1, X2, · · · , Xn は独立で Xi～Ge(p)とし、Y = X1 + X2 + · · ·+ Xn

とすると、Y～NB(n, p) (負の２項分布の関連)

• P (X≥k) = (1− p)k

P (X≥k + l|X≥k) = P (X≥l) = (1− p)l (無記憶性)

つまりX≥kという条件のもとで、X−k～Ge(p)。 例えばE(X|X≥k) = k + E(X − k|X≥k) = k +
1− p

p
• X1～X2～Ge(p)で X1, X2 は独立とすると、0≤k≤nとし

P (X1 = k|X1 + X2 = n) =
P (X1 = k∩X2 = n− k)

P (X1 + X2 = n)
=

P (X1 = k)P (X2 = n− k)
P (NB(2, p) = n)

=
p(1− p)kp(1− p)n−k

(
2+n−1

2−1

)
p2(1− p)n

=
1

n + 1
(k = 0, 1, 2, · · · , n)

つまり X1 + X2 = nのもとで、X1 の分布は DU{0, 1, 2, · · · , n}
また、

E(X1|X1 + X2 = n) = E(DU{0, 1, 2, · · · , n}) =
n∑

k=0

k
1

n + 1
=

n

2

E(X1|X1 + X2) =
X1 + X2

2
, V (X1|X1 + X2 = n) =

n∑

k=0

k2 1
n + 1

−
(n

2

)2

=
n(n + 2)

12
X3 ∼ Ge(p)で　 X1, X2 と独立とすると、　次節の負の 2項分布を用いて, 0 5 k 5 nに対して、

P (X1 = k|X1 + X2 + X3 = n) = 2(n−k+1)
(n+1)(n+2)

• min(X1, X2)～Ge(1− (1− p)2)

*16 文献によっては、こちらの方を幾何分布ということもあるので注意しておくこと, 見分け方はここの定義での幾何分布のとる値は
N ∪ {0} で　ファーストサクセス分布のとる値は　 Nである。
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∵ P (min(X1, X2)≥k) = P (X1≥k∩X2≥k) = P (X1≥k)P (X2≥k) = (1− p)2k

∴ P (min(X1, X2) = k) = (1− p)2k − (1− p)2k+2 = (1− (1− p)2)(1− p)2k,

∴ E(min(X1, X2)) =
(1− p)2

1− (1− p)2
X1 −X2と　min(X1, X2)は独立 (∴ l = 0として k > 0のとき P (X1 −X2 = k ∩min(X1, X2) = l) =

p2(1− p)k(1− p)2l

同様に他の場合も調べて　 P (X1 − X2 = k ∩ min(X1, X2) = l) = p2(1 − p)|k|(1 − p)2l =
p

2−p (1− p)|k|(1− (1− p)2)(1− p)2l = P (X1 −X2 = k)P (min(X1, X2) = l)

また,確率母関数を用いてもE(tX1−X2smin(X1,X2)) = E(tX1−X2smin(X1,X2), X1 > X2)+E(tX1−X2smin(X1,X2), X1 =

X2) + E(tX1−X2smin(X1,X2), X1 < X2) = p2

1−(1−p)2s
t(1−p)

1−(1−p)t + p2

1−(1−p)2s + p2

1−(1−p)2s

1−p
t

1− 1−p
t

) =
1−(1−p)2

1−(1−p)2s
p2

(1−(1−p)t)(1− 1−p
t )

としてもよい。

■計算例 X～Y～Ge(p), X, Y は独立とすると

・ P (k≤X≤2k) =
2k∑

l=k

P (X = l)

=
2k∑

l=k

p(1− p)l =
p(1− p)k − p(1− p)2k(1− p)

1− (1− p)
= (1− p)k − (1− p)2k+1

注意：等比数列の和の公式は、
末項∑

初項

等比数列 =
初項−末項×公比

1−公比 とすると間違いが少ない。

・ P (X≥2Y + 1) =
∞∑

k=0

P (X≥2k + 1)P (Y = k) =
∞∑

k=0

(1− p)2k+1p(1− p)k =
p(1− p)

1− (1− p)3

・ P (max(X, Y )≤k) = P (X≤k)P (Y≤k) = (1− (1− p)k+1)2

∴ E(max(X, Y )) =
∞∑

k=0

P (max(X, Y ) > k) =
∞∑

k=0

(1− (1− (1− p)k+1)2)

=
∞∑

k=0

2(1− p)k+1 −
∞∑

k=0

(1− p)2k+2 =
2(1− p)

1− (1− p)
− (1− p)2

1− (1− p)2

E(max(X, Y )) = E(X + Y )− E(min(X,Y ))を用いてもよい。

・ 最尤推定量 L(p) = p(1− p)x1 · · · p(1− p)xn = pn(1− p)
P

x

0 =
∂ log L(p)

∂p
=

n

p
−

∑
x

1− p
∴ p̂ =

n

n +
∑

x
=

1
1 + x

これは不偏推定量ではなく、不偏推定量は p̃ =
n− 1

n− 1 +
∑

x

∵
n∑

i=1

Xi～NB(n, p)より

E(p̃) = E

(
n− 1

n− 1 + NB(n, p)

)
=

∞∑

k=0

n− 1
n− 1 + k

(
n + k − 1

k

)
pn(1− p)k

=
∞∑

k=0

(
n + k − 2

k

)
pn(1− p)k = pn(1− (1− p))−(n−1) = p
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■シミュレーション

[
log U

log(1− p)
] ∼ Ge(p)

(∵ P ([ log U
log(1−p) ] = k) = P ( log U

log(1−p) = k) = P (log U 5 k log(1− p)) = P (U 5 (1− p)k = (1− p)k)

■練習問題 6.43 大・小の 2つのサイコロを同時に投げる試行を何回も繰り返すが 6の目が出ればそのサイコ

ロは次回投げない。　行われた試行回数を X とするとき、k = 1 として、P (X 5 k), E(X) を求めよ。

■練習問題 6.44 C1 ∼ C2 ∼ Ge(p1), C3 ∼ Ge(p2) で以上は独立とする。このとき、以下を求めよ。

(1) P (C1 = k) (k は非負整数 (2)P (C1 = C3) (3) E(C1 + C3|C3)

(4) E(C2|C1 + C2) (5)V (C2|C1 + C2) (6)E(2C1 |C1 + C2)

(7)P (C1 = 2C3 + 1) (8)P (C1 = 2C3 − 1) (9) P (C1 + C2 5 C3)

■練習問題 6.45 A ∼ Ge(1 − (1 − p)2), B ∼ Be( 1−p
1+1−p ) で A,B は独立とする。C = 2A + B の分布を求

めよ。

■練習問題 6.46 カードが N 枚あり、それぞれ　 1 から N までの番号がひとつずつ書かれている。1枚カー

ドを選び番号を調べ、もとに戻すという試行を繰り返す。　すべての番号がそろうまでの試行回数を X とす

るとき、　 E(X) を求めよ。

■練習問題 6.47 母集団は　 H0 : Ge(1/6)または H1 : Ge(5/6) のどちらかであることはわかっている。こ

れから 2個の標本を取り出し、1個でも 1以下なら帰無仮説 H0 を棄却して対立仮説 H1 を採択する。第 1種

の誤り α, 第 2種の誤り β, 検出力 1− β をそれぞれ求めよ。

■練習問題 6.48 正しいサイコロを何回も投げるが初めて同じ目が連続して出るまで投げる。投げた回数を T

とするとき、P (T = k), E(T ), V (T )を求めよ。

6.7.4 負の２項分布　 NB(α, p)

■負の２項分布 NB(α, p)の定義 X～NB(α, p) つまり、パラメータ α(> 0, αは必ずしも自然数でなくても

よい), p(0 < p < 1)の負の２項分布）であるとは、

P (X = k) =
(

α + k − 1
k

)
pα(1− p)k =

(−α

k

)
pα(−(1− p))k (k = 0, 1, 2, · · · )

∞∑

k=0

P (X = k) =
∞∑

k=0

(−α

k

)
pα(−(1− p))k = pα(1− (1− p))−α = 1 と全確率が 1 であることを示すのに負

の 2項展開を用いるので　負の 2項分布という。

■負の 2項分布の意味 ：α = n が自然数のときは独立にベルヌーイ試行を何回も行うとき、n回成功するま

での失敗回数 = X とすると、X～NB(n, p)

X1, X2, · · · , Xn～Ge(p), X1, X2, · · · , Xn は独立
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X = X1 + X2 + · · ·+ Xn とおくと、X～NB(n, p)より

E(X) =
n(1− p)

p
, V (X) = n

1− p

p2
, E(tX) =

(
p

1− (1− p)t

)n

■負の２項分布の性質 • 再生性 X～NB(α, p), Y～NB(β, p), X, Y は独立とすると、

X + Y～NB(α + β, p)

(∵ E(tX+Y ) = E(tX)E(tY ) = ( p
1−(1−p)t )

α+β = E(tNB(α+β,p)))

• ２項分布との関係
P (B(n, p)≥k) = P (n回のうち、少なくとも k 回成功)

= P (k 回成功するまでに失敗回数が n− k 回以下) = P (NB(k, p)≤n− k)

• N が既知のとき NB(N, p)の pの最尤推定

L(p) = 定数×pN (1− p)x1 · · · pN (1− p)xn

∴ 0 =
∂logL(p)

∂p
=

Nn

p
−

∑
x

1− p
∴ p =

Nn

Nn +
∑

x
=

N

N + x

これは不偏推定量ではなくて、不偏推定量 p̃は

p̃ =
Nn− 1

Nn− 1 +
∑

x

∵ E(p̃) =
∞∑

k=0

Nn− 1
Nn− 1 + k

P (NB(Nn, p) = k) =
∞∑

k=0

Nn− 1
Nn− 1 + k

(
Nn + k − 1

Nn− 1

)
pNn(1− p)k

=
∞∑

k=0

(
Nn + k − 2

Nn− 2

)
pnN (1− p)k = pnN (1− (1− p))−(nN−1) = p

■シミュレーション 幾何分布を作り、それを n 個足せばよい。また、ガンマ分布とポアソン分布からも

作ることができる。G ∼ Γ(n, 1) とし、　 G = g のもとで　 Y ∼ Po( (1−p)g
p ) とすると、 Y ∼ NB(n, p)

(∴ P (Y = x) = E(P (Y = x|G)) =
∫∞
0

(
(1−p)x

p )k

k! e−
(1−p)

p x xn−1

Γ(n) e−xdx =
(
n+k−1

k

)
pn(1− p)k)

■練習問題 6.49 原点 (0, 0) を出発し、右か上に１づつ確率 1
2 で進む。　直線 x = n + 1 (n ∈ N) に初めて到

達したときの y 座標を T としたとき、T の分布、E(T ), V (T ) を求めよ。さらに　直線 y = n + 1 (n ∈ N) に

初めて到達したときの x座標を T ′ とするとき、　 P (min(T, T ′) = k) を求めよ。

■練習問題 6.50 大・小のサイコロを同時に投げる試行を n 回繰り返す。　 X=大のサイコロの 6 の目が

4 回でるまでの回数 Y =X 回までの小のサイコロの目の合計とする。X の分布, E(X).、V (X), E(Y |X),

V (Y |X), E(Y ), V (Y )を求めよ。

6.7.5 ポアソン分布 Po(λ)

■ポアソン分布 Po(λ) の定義 X～Po(λ) （パラメータ λのポアソン分布）であるとは、

P (X = k) =
λk

k!
e−λ (k = 0, 1, 2, · · · )

E(X) = λ, V (X) = λ, E(tX) = eλ(t−1)
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■ポアソン分布の意味 ：次のポアソンの少数の法則

lim
n→∞

P

(
B

(
n,

λ

n

)
= k

)
= P (Po(λ) = k) =

λk

k!
e−λ

∵ E(tB(n, λ
n )) =

(
1− λ

n
+

λ

n
t

)n
n→∞−→ eλ(t−1) = E(tPo(λ))

つまり、2項分布において　試行回数が大だが、成功確率が試行回数に反比例するほど小さいとき、ポアソン

分布に近くなるということである。

■ポアソン分布の性質 • 再生性 X～Po(λ1), Y～Po(λ2), X, Y は独立とすると、

X + Y～Po(λ1 + λ2)

• P (X = k|X + Y = n) =
P (Po(λ1) = k)P (Po(λ2) = n− k)

P (Po(λ1 + λ2) = n)
=

(
n

k

) (
λ1

λ1 + λ2

)k (
λ2

λ1 + λ2

)n−k

つまり X + Y = nという条件のもとでは、X～B

(
n,

λ1

λ1 + λ2

)

よって、E(X|X + Y ) =
λ1

λ1 + λ2
(X + Y ), V (X|X + Y ) = (X + Y )

λ1λ2

(λ1 + λ2)2
• X～Po(λ)で X = k のもとで Y～B(k, p)とすると、Y～Po(pλ)

∵ E(tY ) = E(E(tY |X)) = E((1− p + pt)X) = eλ(1−p+pt−1) = eλp(t−1) = E(tPo(pλ))

■計算例 ・ E(X(X − 1)(X − 2)) =
∞∑

k=0

k(k − 1)(k − 2)
λk

k!
e−λ = e−λ

∞∑

l=0

λl+3

l!
= λ3e−λeλ = λ3

・ 0 < λ < 1のとき

E(X!) =
∞∑

k=0

λke−λ =
e−λ

1− λ

・ X～Ge(p), Y～Po(λ), X, Y は独立とすると、

P (X≥Y ) =
∞∑

k=0

P (X≥k)P (Y = k) =
∞∑

k=0

(1− p)k λk

k!
e−λ = e−λeλ(1−p) = e−λp

・ 最尤推定量 L(λ) = 定数×λx1e−λ · · · λxne−λ = 定数×λ
P

xe−nλ

∴ 0 =
∂log L(λ)

∂λ
=

∑
x

λ
− n, ∴ λ =

∑
x

n
= x

これは明らかに不偏推定量でもある。

■シミュレーション

N = max{n|
n∑

i=1

− log Ui < λ} ∼ Po(λ)

∵ − log Ui　 ∼ Exp(1) をパラメータ 1のポアソン過程の到着時間（イベント間隔)と解釈すれば、N は時刻

λ までのイベント発生回数となるので、N ∼ Po(λ) である。

■練習問題 6.51 6 の目が出る確率が 1
100 のインチキなサイコロがある。このサイコロを 70 回投げたとき、

ポアソン近似を用いて 6の目が一回も出ない確率の近似値を求めよ.



6.7 離散確率分布 91

■練習問題 6.52 Po(5) のモードを求めよ。

■練習問題 6.53 X ∼ Exp(λ1) かつ、　 X = xのもとで　 Y ∼ Po(x)である。　 Y 　の分布を求めよ。

■練習問題 6.54(∗∗) X ∼ U(0, a)かつ、X = xのもとで Y ∼ Po(x)である。P (Y = k)を求めよ。E(Y |X),

V (Y |X), E(Y ), V (Y ) を求めよ。

6.7.6 超幾何分布 HG(N, m, n)

■超幾何分布 HG(N, m, n) の定義 X～HG(N, m, n) (パラメータ (N, m, nの超幾何分布))であるとは、

P (X = k) =

(
m
k

)(
N−m
n−k

)
(
N
n

) (=

(
n
k

)(
N−n
m−k

)
(
N
m

) とも書ける。) (k = 0, 1, 2, · · · , min(m, n))

■超幾何分布の意味 ：赤球m個、黒球 N −m個の袋があり、そこから n個の球を取り出すとき（非復元抽

出で n回球を取り出すとき）赤球の個数。

Xi =

{
1 i番目に取り出した球が赤

0 i番目に取り出した球が黒

とおくと、X = X1 + X2 + · · ·+ Xn

明らかに X1, X2, · · · , Xn は同分布で、Xi～Be(m
N ) (ただし独立ではない)

∴ E(X) =
n∑

i=1

E(Xi) = n
m

N

また、i6=j のとき E(XiXj) = E(X1X2) =
m

N

m− 1
N − 1

∴ Cov(Xi, Xj) =
m(m− 1)
N(N − 1)

−
(m

N

)2

=
m(m−N)
N2(N − 1)

∴ V (X) =
n∑

i=1

V (Xi) + n(n− 1)Cov(Xi, Xj)

= n
m

N

(
1− m

N

)
+ n(n− 1)

m(m−N)
N2(N − 1)

=
N − n

N − 1
×n×m

N

N −m

N

注意：復元抽出だと、X ′～B(n, m
N )となるが、その分散 V (X ′) = nm

N
N−m

N の N−n
N−1 倍。この

N−n
N−1 を有限母

集団補正という）

赤球に 1～mの番号を付けたとすると

Yi =

{
1 i番目の赤球が選ばれた場合

0 i番目の赤球が選ばれなかった場合

すると、P (Yi = 1) =

(
1
1

)(
N−1
n−1

)
(
N
n

) =
n

N

また、X = Y1 + Y2 = · · ·+ Yn ∴ E(X) = m
n

N
同様にこれによっても、V (X)が計算できる。

■練習問題 6.55 HG(20, 8, 5) のモードを求めよ。
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■練習問題 6.56 カードが N 枚あり、それぞれ　 1 から N までの番号がひとつずつ書かれている。1枚カー

ドを選び番号を調べる試行（元に戻さない）を N 回繰り返す。　 i回目の試行で番号 iが出たとし、そのよう

な iの個数を X とするとき、　 E(X),V (X) を求めよ。*17

6.7.7 その他の離散確率分布

■対数級数分布 P (X = k) = c qk

k (k = 1, 2 . . . ) ここで　 c = 1
− log(1−q)

E(X) = cq
1−q , V (X) = cq(1−cq)

(1−q)2 , E(tX) = log(1−qt)
log(1−q)

■切断幾何分布 P (X = k) = c(1− p)k (k = 0, 1, 2 . . . N))

ここで　 c = p
1−(1−p)N+1

これは　 Ge(p) 5 N という条件のもとでの Ge(p) の分布である。

E(X) = 1−p
p − (N + 1) (1−p)N+1

1−(1−p)N+1 , E(tX) = p
1−pt

1−((1−p)t)N+1

1−(1−p)N+1

■変形幾何分布 P (X = 0) = c, P (X = k) = a(1 − p)k (k = 1) となっているとき変形幾何分布とい

う。ここで　 a を c, p で表すと　 a = p(1−c)
1−p となる。E(X) =

∑∞
k=1 P (X = k) =

∑∞
k=1

1−c
1−p (1 − p)k =

1−c
p ,

∑∞
k=1 kP (X = k)を計算してもよい。

E(X(X+1)
2 ) =

∑∞
k=1 kP (X = k) =

∑
k=1 k 1−c

1−p (1− p)k = 1−c
p2 , V (X) = (1−c)(1−p+c)

p2 , (c = 0, p, 1の場合を

考察しておくとよい。)

Y ∼ Z ∼ Ge(p)で独立のとき、　 |Y − Z|の分布はこの変形幾何分布になり、他にもときどき現れる分布で
ある。

■ポリヤ・エッゲンベルガー分布、負の超幾何分布 (**) 以下のポリヤの壺を考える。　壺に b個の黒い球と

　 w 個の白い球があり,１個取り出し　取り出した球と同じ色の球を a個付け加えて壺に戻す。　このとき例

えば 3回続けて黒い球が出る確率は　 b
b+w

b+a
b+w+a

b+2a
b+w+2a となる。

n回の試行のうちで黒い球を取り出す試行回数を X とすると、

P (X = k) =
(

n

k

)Πk−1
j=0 (b + ja)Πn−k−1

j=0 (w + ja)

Πn−1
j=0 (b + w + ja)

(0 5 k 5 n)

この分布を負の超幾何分布という。*18

とくに、　 a = 1 のとき、　 P (X = k) = (−b
k )(−w

n−k)
(−(b+w)

n ) (= bHkwHn−k

b+wHn
) と書けることに注意する。この　X で

は　 E(X) = n b
b+w , V (X) = E(X(X−1))+E(X)− (E(X))2 = n(n−1) b

b+w
b+1

b+w+1 +n b
b+w − (n b

b+w )2 =
nbw

(b+w)(b+w+1) (
n

b+w + 1)

また、　一般の場合に戻って、　 p = b
b+w , α = a

b+w とおき、np → λ, nα → ρ (n →∞)とすると

*17 この問題は超幾何分布の問題ではないが 独立でないベルヌーイ確率変数の和で表すことがポイントなのでここに入れた。
*18 n回目の取り出しで黒球を取り出す確率は不思議なことに aによらず、pn = b

b+w
である。　証明は　帰納法を用いて nのときが

正しいとして　 1回目が黒球か白球かに分類して　 pn+1 = b
b+w

b+a
b+a+w

+ w
b+w

b
b+w+a

= b
b+w

, また E(X) = nb
b+w

である。こ

れも証明は帰納法で　X′ を n+1回の試行での黒球とすると、　E(X′) = b
b+w

(1+n b+a
b+a+w

)+ w
b+w

n b
b+a+w

= (n+1) b
b+w



6.8 連続確率分布 93

P (X = k) =
1
k!

Πk−1
j=0 (λ + jρ)(1 + ρ)−

λ
ρ−k (k = 0, 1, 2 . . . )

*19この分布をポリヤ・エッゲンベルガー分布という。この確率母関数は　E(tX) =
∑∞

k=0
tk

k! Π
k−1
j=0 (λ+jρ)(1+

ρ)
−λ
ρ −k = (1 + ρ)

−λ
ρ

∑∞
k=0

λ(λ+ρ)···(λ+(k−1)ρ)
k! ( t

1+ρ )k = (1 + ρ)
−λ
ρ (1− t

1+ρ )−
λ
ρ = (1− ρ(t− 1))−

λ
ρ

これより、　 E(X) = λ, V (X) = λ(1 + ρ) となる。

また、　 b 個の黒い球と　 w 個の白い球がからなる壺から非復元抽出を行うとき、初めて n 個の黒球を

取り出すまでに、　 X 個の白球を取り出すとすると、　 X の分布は、0 5 k 5 w として P (X = k) =
( b

n−1)(w
k)

( b+w
n+k−1)

b−(n−1)
b−(n−1)+w−k = (n+k−1

k )(b+w−n−k
b−n )

(b+w
b ) = (−n

k )(−(b−n+1)
w−k )

(−(b+1)
w ) となるがこれも　負の超幾何分布となる。

6.8 連続確率分布

6.8.1 一様分布 U(a, b)

■一様分布 U(a, b)の定義 X ′～U(a, b) ((a, b)上の一様分布)であるとは、

密度関数 fX′(x) =

{
1

b−a a≤x≤b

0 その他　

以下、これを fX′(x) =
1

b− a
(a≤x≤b)と書く。

E(X ′) =
a + b

2
, V (X ′) =

(b− a)2

12
, MX′(t) =

ebt − eat

(b− a)t

特に、a = 0, b = 1の場合が重要で

X～U(0, 1) とは、

fX(x) = 1 (0≤x≤1), E(X) =
1
2
, V (X) =

1
12

, MX(t) =
et − 1

t

また、X ′ = a + (b− a)X, X =
X ′ − a

b− a
の関係がある。

Y = X1 + X2, Xi～U(0, 1), X1, X2 は独立とした時、その分布を三角分布といい

fY (x) =





x 0≤x≤1
2− x 1≤x≤2
0 その他

また、MY (t) =
(

et − 1
t

)2

である。

■一様分布の性質 • 一般に Z を連続分布とし、その分布関数を F (x)とすると

F (Z)～U(0, 1)

となる。 (∵ P (F (Z)≤x) = P (Z≤F−1(x)) = F (F−1(x)) = x)

また、F−1(U(0, 1))となり、これはシミュレーションの逆関数法の基本である。

*19 注意として, k = 0のときは　積の部分はないと考える。また、負の超幾何分布からの極限を考えるが　 Πn−k−1
j=0 の部分について

は log をとってリーマン積分の区分求積法を用いるとその部分の極限は −λ
R 1
0

1
1+ρx

dx = −λ
ρ

log(1 + ρ) となる。
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• X1, X2, · · · , Xn は U(0, 1) i.i.d (つまり、X1, X2, · · · , Xnは独立で同分布 Xi～U(0, 1) )

としたとき、並べ替えて X(1)≤X(2)≤· · ·X(n) とする。

この X(i) を第 i位順序統計量(X1, X2, · · · , Xn の中で i番目に小さいもの)と呼ぶ。

特に、X(1) = min(X1, X2, · · · , Xn), X(n) = max(X1, X2, · · · , Xn)である。

すると、

X(i)～β(i, n− i + 1) (ベータ分布は後述)

• Y1, Y2, · · · , Yn は i.i.dで Yi は分布関数 F (x)を持つとする。

すると

Y(i) = (Y1, Y2, · · · , Ynの中で i番目に小さいもの)

= F−1(F (Y(i)))

= F−1(F (Yi)の第 i位順序統計量) ～ F−1(β(i, n− i + 1))

■シミュレーション

(b− a)U + a ∼ U(a, b)

■練習問題 6.57 U1, U2は独立で Ui ∼ U(0, 1) とする。以下を求めよ。

(Hint　 (U1, U2)　の同時分布は正方形内の一様分布)

(1) P (U1 < 3/4 ∪ U2 < 1/2) (2)P (3/4U1 < 1/2U1 + U2 < 1)

(3) E(U1e
U1U2 |U1) (4) E(U1e

U1U2)

(5) E(|U1 − U2
2 |) (6)V (|U1 − U2

2 |)

■ 練習問題 6.58 X ∼ U(0, 1) かつ X = x のもとで Y ∼ Ge(x) である。　 Y の分布つまり、P (Y =

k) (k = 0) を求めよ。

■ 練習問題 6.59 X ∼ U(0, 1) かつ X = x のもとで Y ∼ NB(3, x) である。　 Y の分布つまり、P (Y =

k) (k = 0) を求めよ。

6.8.2 指数分布 Exp(λ)

■指数分布Exp(λ)の定義 (E(λ), e(λ)などとも書く)

X～Exp(λ) (パラメータ (λ > 0)の指数分布)であるとは、

密度関数 fX(x) = λe−λx (x > 0)

*20

E(X) =
1
λ

, V (X) =
1
λ2

, E(Xn) =
n!
λn

, MX(t) =
λ

λ− t
(t < λ)

*20 X ∼ Exp(λ) で　 fX(x) = 1
λ

e
−x
λ (x > 0)と定義している文献もあるので注意しておくこと
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■指数分布の意味 ：P (Xn = k
1
n

) =
λ

n

(
1− λ

n

)k−1

(k = 1, 2, · · · ) となる Fs分布 (つまり nXn～Fs(λ
n ))

となる Xn を考えると、

FXn(t) =
nt∑

k=1

λ

n

(
1− λ

n

)k−1

= 1−
(

1− λ

n

)nt

∴ lim
n→∞

FXn
(t) = 1− e−λt = FX(t)

となる。 指数分布は　幾何分布や Fs分布の極限（幾何分布の連続版）である。

■指数分布の性質 • 無記憶性　 t > 0, s > 0として

P (X > t + s|X > s) = P (X > t) (= e−λt この結果は重要)

• X1, X2, · · · , Xn (Exp(λ) i.i.d)とすると

min(X1, X2, · · · , Xn)～Exp(nλ)

(∵ P (min(X1, X2, · · · , Xn) > t) = (e−λt)n = e−nλt )

max(X1, X2, · · · , Xn)～X1 +
1
2
X2 + · · ·+ 1

n
Xn

(∵ E(et(X1+
1
2 X2+···+ 1

n Xn)) =
n∏

k=1

λ

λ− t
k

=
n!λn

∏n
k=1(λk − t)

)

また、P (max(X1, X2, · · · , Xn)≤x) = (1−e−λx)n より、fmax(X1,X2,··· ,Xn)(x) = nλ(1−e−λx)n−1e−λx

∴ E(et max(X1,X2,··· ,Xn)) =
∫ ∞

0

etx(1− e−λx)n−1nλe−λx dx (置換：1− e−λx = u )

=
∫ 1

0

(1− u)−
t
λ nun−1 du = nB(1− t

λ
, n)

= n
Γ(n)Γ(1− t

λ )
Γ(n + 1− t

λ )
=

n!λn

∏n
k=1(λk − t)

• X～Exp(λ)なら、

aX～Exp(
λ

a
)とくに X ∼ Exp(1)

λ
, X～Γ(1, λ), 1− e−λX～e−λX～U(0, 1)

• X1, X2, · · · , Xn (Exp(λ) i.i.d)なら、

X1 + X2 + · · ·+ Xn～Γ(n, λ)

• X, Y ∼ Exp(λ)で独立なら　 X − Y とmin(X, Y )は独立

同次モーメント母関数で証明する。∵ E(eα（X−Y )eβ min(X,Y )) = E(eα（X−Y )eβY , X > Y ) +

E(eα（X−Y )eβX , Y > X) = E(E(eα（X−Y )eβY , X > Y |Y )) + E(E(eα（X−Y )eβX , Y > X|X)) =
λ

λ−αE(e(β−λ)Y ) + λ
λ+αE(e(β−λ)X) = 2λ

2λ−β
λ2

(λ−α)(λ+α) = E(eβExp(2λ))E(eα(Exp(λ)−Exp(λ)))

■計算例 ・ X～Exp(λ1), Y～Exp(λ2), X, Y は独立なら

P (X > Y ) =
∫ ∞

0

λ2e
−λ2y dy

∫ ∞

y

λ1e
−λ1x dx = λ2

∫ ∞

0

e−(λ1+λ2)y dy =
λ2

λ1 + λ2

P (X > Y ) =
∫ +∞

0

P (X > Y |Y = u)fY (u) du =
∫ ∞

0

P (X > u)fY (u)duで計算しても良い。
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・ Y
X の分布関数は、 x > 0として

F Y
X

(x) = P

(
Y

X
≤x

)
= P (Y≤xX)

= 1− P (Y > xX) = 1−
∫ ∞

0

P (Y > xu)fX(u) du = 1−
∫ ∞

0

λ1e
−λ2xue−λ1u du

= 1− λ1

λ2x + λ1
=

λ2x

λ2x + λ1

∴ f Y
X

(x) =
λ1λ2

(λ1x + λ2)2
(パレート分布)

・ また、 X
X+Y の分布関数は、 0≤x≤1として

F X
X+Y

(x) = P

(
X

X + Y
≤x

)
= P

(
Y

X
≥1− x

x

)
=

λ2

λ1
1−x

x + λ2

=
λ2x

λ1(1− x) + λ2x

∴ f X
X+Y

(x) =
λ1λ2

(λ1(1− x) + λ2x)2
(X, X

X+Y )の同時分布を求め、それを積分して周辺分布を求めてもよい。

・ 最尤推定量

L(λ) = λne−λ(x1+···+xn) ∴ 0 =
∂ log L(λ)

∂λ
=

n

λ
− (x1 + · · ·+ xn)

∴ λ̂ =
n

x1 + · · ·+ xn
=

1
x

これは不偏推定量ではないが、n≥2で
n− 1

n
λ̂は λの不偏推定量。

また、もちろん xは
1
λ
の不偏推定量である。

・ X − Y の分布はラプラス分布（両側指数分布）で、 fX−Y (x) =
λ

2
e−λ|x| (−∞ < x < ∞)

■指数母集団の統計 X1, X2, . . . , Xn　 ∼ Exp(λ)は独立とする。　つまり、 Exp(λ)からの n個の標本と

する。このとき、　

2nλX̄ ∼ χ2
2n

∵ Xi ∼ Exp(λ)より、　 λXi ∼ Exp(1), 2λXi ∼ Exp(1/2) = Γ(1, 1/2) つまり、ガンマ分布の再生性よ

り、　 2λ(X1 + X2 + · · ·+ Xn) ∼ Γ(n, 1/2) = Γ( 2n
2 , 1/2) = χ2

2n

■シミュレーション

− log U

λ
∼ Exp(λ)

■練習問題 6.60 M1 ∼ M2 ∼ Exp(λ) で独立とするとき、次を求めよ。

(1)P (M1 > t) (2)P (2M2 < M1 < 5M2) (3)E(2M1 + M2|M1)

(4) V (2M1 + M2|M2) (5) P (M1 > 2M2 + 1) (6) P (M1 > 2M2 − 1)

■練習問題 6.61 X1, X2 ∼ Exp(λ1), X3 ∼ Exp(λ2)は独立とする。以下を求めよ。

(1) E(X4) (2) P (X3 = 2X1 + 1) (3) P (X3 = 2X1 − 1)

(4) P (X3 = 2X1 + X2) (5)P ([X1] = k)

(6)f{X1}(x) ({x}は　 {x}の小数部分 (7)E(X1|X1 + X2) (8) V (X1|X1 + X2)
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■練習問題 6.62 X ∼ Exp(λ) かつ X = xのもとで　 Y ∼ Exp(x) である。　 fY (y)　を求めよ。

■練習問題 (∗)6.63 X ∼ U(0, a) かつ X = xのもとで　 Y ∼ Exp(x) である。　 fY (y)　を求めよ。

■練習問題 6.64 X ∼ Exp(1) である。　このとき　確率変数 Y を次のように定める。

Y =





1
X (X > 1のとき)

X (0 < X < 1のとき)
Y の密度関数 fY (x)を求めよ。

■練習問題 6.65 平均 µの指数母集団から n個の標本をとり、標本平均を　 X̄ とする。an(X̄)2, bn(X̄)3 が

それぞれ　 µ2, µ3 の不偏推定量となるように an, bn をそれぞれ求めよ。また、X̄ は　母平均 µの有効推定量

であることを示せ。

6.8.3 ガンマ分布 Γ(p, a)

■ガンマ分布 Γ(p, a) の定義 X～Γ(p, a) (パラメータ p, a (p > 0, a > 0)のガンマ分布)であるとは、

密度関数 fX(x) =
ap

Γ(p)
xp−1e−ax (x > 0)

E(X) =
p

a
, V (X) =

p

a2
, MX(t) =

(
a

a− t

)p

■ガンマ分布の性質 • Γ(1, a)～Exp(a), Γ(p, a) ∼ Γ(p,1)
a

• Γ
(

1
2 , 1

2

)
～N(0, 1)2～χ2

1 (自由度1のカイ2乗 (じじょう)分布)

つまり、fχ2
1
(x) =

1√
2πx

e−
x
2 (x > 0)

• 再生性 X～Γ(p1, a), Y～Γ(p2, a), X, Y は独立とする

X + Y～Γ(p1 + p2, a) ( ∵ MX+Y (t) = MX(t)MY (t) =
(

a

a− t

)p1+p2

)

• ベータ分布との関係
X

X + Y
～β(p1, p2)

(∵ 同時分布
(
X + Y, X

X+Y

)
を計算してみると

(
X + Y, X

X+Y

)
～(Γ(p1 + p2, a), β(p1, p2))が分かる)

• Z1, Z2, · · · , Zn ( N(0, 1)2 i.i.d )とし、 Z = Z1 + Z2 + · · ·+ Zn とおくと、

Z は自由度 nのカイ 2乗分布と呼ばれる。 すると、ガンマ分布の再生性より、Z～Γ
(

n

2
,
1
2

)

つまり、 fZ(x) =
1

2
n
2 Γ

(
n
2

)x
n
2−1e−

x
2 (x > 0)

• pが既知の最尤推定量

尤度関数 L(a) = 定数×apn×e−a(x1+x2+···+xn), 0 =
∂ log L(a)

∂a
として、

â =
p

x
. これは不偏推定量ではないが、n >

1
p
のとき

np− 1
np

âは aの不偏推定量である。

また、
x

p
は

1
a
の不偏推定量である。
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■シミュレーション p が自然数のときは　 p 個の指数分布の和。あとは、棄却法 (第 4 章に具体例あり）

など。

■練習問題 6.66 Xi ∼ Γ(pi, a) で独立とする. 以下を求めよ。

(1)E(X1) (2)E( X1+X2
X1+X2+X3

) (3)X1 + X2 + X3 　の分布

(4)fX1|X1+X2(y|x) (5)E(X1|X1 + X2) (6)V (X1|X1 + X2)

6.8.4 標準正規分布 N(0, 1), 正規分布 N(µ, σ2)

■正規分布 N(µ, σ2)の定義 まず、標準正規分布 (N(0, 1))の場合

X～N(0, 1) であるとは、

密度関数 fX(x) =
1√
2π

e−
1
2 x2

(−∞ < x < ∞)

E(X) = 0, V (X) = 1, MX(t) = e
t2
2

また、Y = µ + σX とすると、E(Y ) = µ, V (Y ) = σ2 (σ > 0)となるので、

この密度関数は fY (x) =
1√
2πσ

e−
(x−µ)2

2σ2 で、 Y～N(µ, σ2)と定義する。

また Y の標準化 =
Y − E(Y )

σ(Y )
=

Y − µ

σ
～ N(0, 1)となる。また、MY (α) = E(eα(µ+σX)) = eµα+ 1

2 σ2α2

■正規分布の再生性 モーメント母関数より、X1 ∼ N(µ1, σ
2
1), X2 ∼ N(µ2, σ

2
2) で独立のとき、X1 + X2 ∼

N(µ1 + µ2, σ
2
1 + σ2

2)となる。

再生性より、例えば、 X, Y ～N(0, 1), X, Y は独立のとき

X±Y ～N(0, 2)　

■標準正規分布の意味, 中心極限定理 ： X1, X2, · · · , Xn (i.i.d), E(Xi) = µ, V (Xi) = σ2

X ′
n = X1 + X2 + · · ·+ Xnの標準化 =

X1 + X2 + · · ·+ Xn − nµ√
nσ

n→∞−→ N(0, 1) (分布収束)

∵ MX′
n
(t) =

(
MX−µ

σ

(
t√
n

))n

=
(

1 +
t2

2n
+ · · ·

)n
n→∞−→ e

t2
2 = MN(0,1)(t)

この中心極限定理を用いて例えば 2項分布の正規近似が得られる。

P (a 5 B(n, p) 5 b) = P (a− 1 < B(n, p) < b + 1) ; P (a− 1
2

< B(n, p) < b +
1
2
)

; P (
a− 1

2 − np√
np(1− p)

< N(0, 1) <
b + 1

2 − np√
np(1− p)

)

= Φ(
b + 1

2 − np√
np(1− p)

)− Φ(
a− 1

2 − np√
np(1− p)

)

上では　半整数補正を用いた近似を述べた。
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■正規分布からの派生分布 • χ2
n = Z2

1 + Z2
2 + · · ·+ Z2

n (Z2
1 , Z2

2 , · · · , Z2
n : N(0, 1)2 i.i.d )

は自由度 nのカイ 2乗分布

• tn =
Z√
χ2

n

n

ここで、(Z～N(0, 1)で χ2
n と独立)

は自由度 nの t分布

• Fm,n =
χ2

m

m
χ2

n

n

(ここで χ2
m と χ2

n は独立)は、パラメータ (m,n)の F 分布.

すると、 1
Fm,n

= Fn,m である

• Γ(n
2 , 1

2 )
Γ(n

2 , 1
2 ) + Γ(m

2 , 1
2 )

=
χ2

n

χ2
n + χ2

m

=
1

1 + m
n Fm,n

=
n

n + mFm,n
=

nFn,m

nFn,m + m
～β(

n

2
,
m

2
)

（ここでは　ガンマ分布とベータ分布の関係を用いた。）

つまり、Fm,n～
n(1− β(n

2 , m
2 ))

mβ(n
2 , m

2 )

また、　X,Y ∼ N(0, 1)で独立のとき、
Y

X
はコーシー分布　 f Y

X
(x) =

1
π

1
1 + x2

(−∞ < x < ∞)

■統計との関連 N(µ, σ2)母集団からの標本を X1, X2, · · · , Xn とすると、

• Xi − µ

σ
～N(0, 1) • X = X1+X2+···+Xn

n ～N
(
µ, σ2

n

)
• X − µ√

σ2

n

～N(0, 1)

• Ŝ2

σ2
=

1
n− 1

n∑

i=1

(
Xi −X

σ

)2

～
χ2

n−1

n− 1
• X − µ√

Ŝ2

n

～ tn−1

• もう 1つ別の N(µ′, σ′2)母集団からの標本を Y1, Y2, · · · , Yn とすると、

X − Y ～N

(
µ− µ′,

σ2

n
+

σ′2

m

)

• Ŝ2
Y

Ŝ2
X

=
σ2 χ2

m−1
m−1

σ′2
χ2

n−1
n−1

=
σ2

σ′2
×Fm−1,n−1

ここで、Ŝ2
Y =

1
m− 1

m∑

i=1

(Yi − Y )2, Ŝ2
X =

1
n− 1

n∑

i=1

(Xi −X)2

(n− 1)
Ŝ2

X

σ2
+ (m− 1)

Ŝ2
Y

σ′2
～χ2

m+n−1

とくに、σ = σ′ のとき、
Ŝ2

Y

Ŝ2
X

～Fm−1,n−1

■正規母集団の統計 (a) 正規母集団 N(µ, σ2) で母分散 σ2 が既知の場合標本を X1, X2, . . . , Xn と n 個と

り、　標本平均X̄ = X1+X2+···+Xn

n を作る。統計量 (標本平均の標準化) X̄−µq
σ2
n

∼ N(0, 1) (正規分布の再生性,

　正規母集団でないが標本数大の場合は中心極限定理より標準正規分布で近似できる)

よって標準正規分布の上側 ε
2 点を u( ε

2 ) (つまり P (N(0, 1) > u(ε)) = ε*21とすると P (| X̄−µq
σ2
n

| < u( ε
2 )) =

1− ε

信頼度 1− εの母平均 µの信頼区間は

x̄− u(
ε

2
)

√
σ2

n
< µ < x̄ + u(

ε

2
)

√
σ2

n

*21 u(0.005) ; 2.58, u(0.01) ; 2.34, u(0.025) ; 1.96, u(0.05) ; 1.645を暗記しておくとよい。
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ここで x̄は標本平均 X̄ の実現値

(b) 正規母集団 N(µ, σ2) で母分散 σ2 が未知の場合
X̄−µq

σ2
n

∼ N(0, 1) は未知の母分散 σ2 がはいっているのでそれをデータからわかる 不偏標本分散Ŝ2 =

1
n−1

∑n
i=1(Xi − X̄)2 に置き換え X̄−µq

Ŝ2
n

=

X̄−µ√
σ2
n√
ˆS2/σ2

= N(0,1)r
χ2

n−1
n−1

= tn−1(自由度 n− 1の t分布) （分母と分子で

　未知母数 σ2 を消すというスチューデント (本名ゴセット)のトリックに注意する)

よって自由度 n− 1の t分布の上側 ε
2 点を tn−1( ε

2 )とすると P (| X̄−µq
σ2
n

| < tn−1( ε
2 )) = 1− ε

信頼度 1− εの母平均 µの信頼区間は

x̄− tn−1(
ε

2
)

√
Ŝ2

n
< µ < x̄ + tn−1(

ε

2
)

√
Ŝ2

n

■シミュレーション

U1 + · · ·+ U12 − 6 ; N(0, 1) (∵ 中心極限定理)

また、指数分布から棄却法で作る。(練習問題 4.3 参照)

次の　ボックス・マーラー (ミューラー)法でもよい。

(X = (−2 log U1)1/2 cos(2πU2), Y = (−2 log U1)1/2 sin(2πU2)) ∼ N(~0,

(
1 0
0 1

)
)

三角関数の計算を回避するためにさらに正方形とそれに内接する円との間で棄却法を採用してもよい。(元

のテキスト参照)

■練習問題 6.67 X ∼ Y ∼ N(0, 1) で独立とするとき、以下を求めよ。

(1)E(X2Y 2) (2) E(e3X) (3) E(e−2X2
)

(4) E(|X|e−X2
) (5)E(X2e−3X2

) (6) E(e−X2−Y 2
)

(7)E(e−
1
2 X2+XY ) (8) E( X2

X2+Y 2 e−X2−Y 2
)

(9) E(|X − Y |n) (10) E(|X + 2Y |n)

(11) E(
∫ 1/3

0
etX2

dt) (12) E(
∫ 1

0
eX

√
xdx)

(13)(∗) P (max(X2 + X2
1 , Y 2 + Y 2

1 ) < 2 min(X2 + X2
1 , Y 2 + Y 2

1 )) ここで (X1 ∼ Y1 ∼ N(0, 1) で　X,Y と

も独立

(14)(∗) P (Ge(p) > X2 + Y 2)

■練習問題 6.68 Xi ∼ N(µi, σ
2
i ) で独立とするとき、 以下を求めよ.

(1)X1の標準化 (2)P (X1 5 x) = P (X2 = x) となる x (3)X1 −X2 + 3X3 の分布 (4)Cov(X1 −X2 +

X3, X1 + X2 + 2X3) (5)
∑n

i=1(
Xi−µi

σi
)2 の分布

■練習問題 6.69 N(µ, σ2)母集団から　 n個の標本を取り出した。　以下を求めよ。(Φ(x) = P (N(0, 1) 5
x)を答えに用いてよい。
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(1)E(X̄) (2)V (X̄) (3)E((X̄)2)

(4)σ2 = 3 とする。対立仮説H1 : µ = 5, 帰無仮説H0 : µ = 0 を検定する。棄却域　 C : X1 +X2 +X3 > 10

を設定する。第 1種の誤り α = P (C|H0), 第 2種の誤り β = P (Cc|H1)をそれぞれ求めよ。

■練習問題 6.70 N(µ, σ2)母集団から　 n個の標本を取り出した。ただし母平均 µは既知とする。an|(X1 −
µ) + (X2 − µ) + · · · + (Xn − µ)| が母標準偏差 σ の不偏推定量となるよう an を求めよ。　また、bn((X1 −
µ)2 + (X2 − µ)2 + · · ·+ (Xn − µ)2) が母分散 σ2 の不偏推定量となるよう bn を求めよ。　

6.8.5 ベータ分布 β(a, b)

■ベータ分布 β(a, b) (a > 0, b > 0)の定義 X～β(a, b) (パラメータ a, bのベータ分布)であるとは、

X の密度関数 fX(x) =
1

B(a, b)
xa−1(1− x)b−1 (0 < x < 1)

ここで、B(a, b)はベータ関数 B(a, b) =
∫ 1

0

xa−1(1− x)b−1 dx　

E(X) =
B(a + 1, b)

B(a, b)
=

Γ(a+1)Γ(b)
Γ(a+b+1)

Γ(a)Γ(b)
Γ(a+b)

=
a

a + b
, E(X2) =

B(a + 2, b)
B(a, b)

=
a(a + 1)

(a + b)(a + b + 1)
,

V (X) =
a(a + 1)

(a + b)(a + b + 1)
−

(
a

a + b

)2

=
ab

(a + b)2(a + b + 1)

■ベータ分布の基本的性質 • β(a, b) ∼ Γ(a,λ)
Γ(a,λ)+Γ(b,λ)

• X～β(a, b) =⇒ 1−X～β(b, a)

• ガンマ分布との関係はもうすでに述べた。

【例】Xi, Yi～N(0, 1) i.i.dとすると

V

(
X2

1 + · · ·+ X2
n

X2
1 + · · ·+ X2

n + Y 2
1 + · · ·+ Y 2

m

)
= V

(
Γ(n

2 , 1
2 )

Γ(n
2 , 1

2 ) + Γ(m
2 , 1

2 )

)

= V
(
β

(n

2
,
m

2

))

=
n
2

m
2

(n
2 + m

2 )2(n
2 + m

2 + 1)
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• 一様分布の順序統計量，二項分布，負の二項分布との関連*22

P (B(n, p)≥k) = P (n回のべルヌーイ試行のうち成功が k 回以上)
= P (初めて k 回成功するまでに失敗が n− k 回以下)
= P (NB(k, p)≤n− k)
= P (U1, · · · , Unのうち少なくとも k 個が p以下) (∵ Uiの実現値が p以下なら成功)
= P (U(k)≤p) = P (β(k, n− k + 1)≤p)

=
∫ p

0

xk−1(1− x)n−k

B(k, n− k + 1)
dx (ここで Uiは U(0, 1) i.i.d 並べ替えて U(1)≤U(2)≤ · · ·≤U(n))

= P

(
1

1 + n−k+1
k F2(n−k+1),2k

≤p

)

*23

■シミュレーション n,m が自然数のときは、

β(n,m) =
Γ(n, 1)

Γ(n, 1) + Γ(m, 1)

を利用し、指数分布からガンマ分布を作り、さらにそれからベータ分布を作る。

■練習問題 6.71 a > 1, b > 1 のとき　 β(a, b)のモードを求めよ。

■練習問題 6.72 X ∼ β(a, b)のとき、　 Y = X
1−X , Z = (c− d)X + d (c > d) の確率密度関数をそれぞれ

求めよ。

■練習問題 6.73 p ∼ β(a, b) のもとで　X ∼ Ge(p) である。　 P (X = k) (k = 0) を求めよ。また、a > 1

のとき　 E(X) も求めよ。a > 2 のとき V (X)(∗) も求めよ。

■練習問題 6.74 Fm,n =
χ2

m
m
χ2

n
n

の関係を用いて、Fm,n の密度関数を求めよ。t2n = F1,n を用いて　 tn の密度

関数を求めよ。また、E(Fm,n), V (Fm,n), E(tn), V (tn)を求めよ。

6.8.6 その他の連続確率分布

■三角分布 　X ∼ Y ∼ U(0, 1)で独立のとき Z = X+Y の分布を三角分布 fZ(x) =





x (0 < x < 1)

2− x (1 < x < 2)

E(Z) = 1, V (Z) = 2V (X) = 1
6 , MZ(t) = ( et−1

t )2

X ′ ∼ Y ′ ∼ U(−1, 1) で独立のとき、Z ′ = X ′ + Y ′ も三角分布という。fZ′(x) =





x+2
4 (−2 < x < 0)

2−x
4 (0 < x < 2)

Z ′ = 2Z − 2, E(Z ′) = 0, V (Z ′) = 2
3 ,MZ′(t) = ( et−e−t

2t )2

*22 ここの議論からも順序統計量の分布が導ける。 fU(k) (p) = d
dp

P (U(k)≤p) = d
dp

P (B(n, p)≥k) = d
dp

Pn
l=k

`n
l

´
pl(1−p)n−l =

Pn
l=k

`n
l

´
(lpl−1(1−p)n−l−(n−l)pl(1−p)n−l−1) = np(1−p)n+n

Pn−1
l=k (

`n−1
l−1

´
pl−1(1−p)n−1−(l−1)−pl(1−p)n−1−l) =

n
`n−1

k−1

´
pk−1(1− p)n−k = fβ(k,n−k+1)(p)

*23 この　 2 項分布と　ベータ分布、F 分布の関係は　 (中心極限近似を使わずに 2 項母集団の母平均を推定する精密法による区間推
定（確率統計演習２　統計　国沢清典編　８７ｐ）の根拠となるものである。
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■ラプラス分布 X ∼ Y ∼ Exp(λ)で独立のとき、Z = X − Y の分布をラプラス分布という。

fZ(x) = λ
2 e−λ|x| (−∞ < x < ∞) E(Z) = 0, V (Z) = 2V (X) = 2

λ2 ,MZ(α) = MX(α)MY (−α) =
λ2

λ2−α2 , |X − Y | ∼ Exp(λ)

■ワイブル分布 X ∼ Exp(1)で a, γ > 0に対して　 Y = X
1
γ

a の分布をワイブル分布という。

fY (x) = aγ(ax)γ−1e−(ax)γ

E(Y ) = 1
aΓ(γ+1

γ ), V (Y ) = 1
a2 (Γ(γ+2

γ )− (Γ(γ+1
γ ))2)

とくに γ = 2, a = 1√
2
のときのワイブル分布を Z とすると Z の分布をレイリー分布という。　 x > 0とし

て、fZ(x) = xe−
x2
2 , FZ(x) = 1− e−

x2
2 E(Z) =

√
π
2 , V (Z) = 2− π

2 死力λZ(t) = t

Z2 ∼ Exp(1/2), N1, N2 を独立な標準正規分布とすると、
√

N2
1 + N2

2 ∼ Z

■コーシー分布 X がコーシー分布 であるとは　 fX(x) = 1
π

1
1+x2 (−∞ < x < ∞)

期待値、分散、n次モーメント E(Xn), モーメント母関数は　存在しない。

FX(x) = 1
π (π

2 + tan−1(x))

特性関数 E(e
√−1tX) = e−|t|

N1, N2を　 2つの独立な標準正規分布とするとき、　 X ∼ N1
N2

,したがって　 1
X ∼ X

さらに　自由度 1の t分布　 t1 ∼ X である。また、　 a > 0, b ∈ Rとして　 Y = aX + bの分布もコーシー

分布 (このときは X は標準コーシー分布といわれる。)という。fY (x) = 1
aπ

1
1+( x−b

a )2

■パレート分布 a > 0, b > 0として, fX(x) = bab

xb+1 (x = a)を確率密度関数に持つ確率変数 X の確率分布

をパレート分布という。b > 1のとき　 E(X) = ba
b−1 , b > 2のとき　 V (X) = ba2

(b−1)2(b−2)

分布関数 FX(x) = 1 − (a
x )b,死力λX(x) = b

x f 1
X

(x) = babxb−1 (0 < x < 1
a ) と 1

X はべき分布となる。

Y − a の分布もパレート分布という。　 fY (x) = bab

(x+a)b+1 , (x = 0) すると、前にもみたように　 X1 ∼
Exp(λ1), X2 ∼ Exp(λ2)で独立としたとき、X1

X2
はパレート分布である。また、X ∼ Γ(p, a)で　 X = xのも

とで　 Y ∼ Exp(x) とすると fY (y) =
∫∞
0

fY |X(y|x)fX(x)dx =
∫∞
0

xe−yx apxp−1

Γ(p) e−axdx = pap

(y+a)p+1 とパ

レート分布になる。

■極値分布 X ∼ Exp(1) のとき　 Y = log X の分布を極値分布という。FY (x) = e−e−x

, fY (x) =

e−xe−e−x

, (−∞ < x < ∞) 前にみたように X1, X2 · · · ∼ Exp(1)　を独立とし,

max(X1, X2, . . . , Xn)− log n −−−−→
n→∞

Y (分布収束)

(∵ lim
n→∞

P (max(X1, X2, . . . , Xn)− log n 5 x) = lim
n→∞

(1− e−(x+log n))n = e−e−x

= FY (x))

■ロジスティック分布 U ∼ U(0, 1)として X = log( U
1−U )としたとき、X の分布をロジスティック分布とい

う。fX(x) = e−x

(1+e−x)2 , FX(x) = 1
1+e−x

Y1, Y2を独立な極値分布とすると　 X ∼ Y1 − Y2 となる。(∵ fY1−Y2(x) =
∫∞
−∞ fY1(x + y)fY2(y)dy =∫∞

−∞ e−(x+y)e−e−(x+y)
e−ye−e−y

dy = e−x
∫∞
0

ue−(1+e−x)udu = e−x

(1+e−x)2

■対数正規分布 X ∼ N(µ, σ2)として　 Y = eX の分布を対数正規分布という。　ブラック・ショールズモ

デルにおける株価過程は対数正規分布に従う。

fY (x) = fX(log x) 1
x (x > 0), E(Y ) = eµ+ 1

2 σ2
, V (Y ) = e2µ+σ2

(eσ2 − 1)
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6.9 多次元確率分布

6.9.1 多項分布 mul(n; p1, p2)

■多項分布mul(n; p1, p2) 　の定義 (X, Y )～mul(n; p1, p2) (パラメータ (n, p1, p2) の多項分布) である

とは、

P (X = k∩Y = l) =
n!

k!l!(n− k − l)!
pk
1pl

2(1− p1 − p2)n−k−l (k≥0, l≥0, k + l≤n)　

■多項分布の意味 １回の試行で３つの結果（例えば勝ち・負け・引き分けなど）があり、結果１が起こる確

率を p1、結果２が起こる確率を p2（したがって結果３が起こる確率 = p3 = 1− p1 − p2）とし、その試行を n

回行うとき、結果１が起こる回数を X、結果２が起こる回数を Y とすると

(X,Y )～mul(n; p1, p2)

周辺分布は明らかに二項分布。 つまり、X～B(n, p1), Y ～B(n, p2)

また X + Y ～B(n, p1 + p2)

すると V (X + Y ) = V (B(n, p1 + p2)) = n(p1 + p2)(1− p1 − p2)
V (X + Y ) = V (X) + 2Cov(X, Y ) + V (Y )より

Cov(X, Y ) =
1
2

(n(p1 + p2)(1− p1 − p2)− np1(1− p1)− np2(1− p2)) = −np1p2

注意：多項展開で E(XY )を計算してもできる。

同時確率母関数　 E(tXsY ) =
∑ n!

k!l!(n− k − l)!
(p1t)k(p2s)l(1− p1 − p2)n−k−l

= (1− p1 − p2 + p1t + p2s)n

また、　 n− l = k = 0として、P (Y = k|X = l) =
(
n−l

k

)
( p2

p2+p3
)k( p3

p2+p3
)n−k−l となるので

条件X = lのもとで、Y ∼ B(n−l, p2
p2+p3

)である。したがって、E(Y |X) = p2(n−X)
p2+p3

, V (Y |X) = p2p3(n−X)
(p2+p3)2

となる。

■練習問題 6.75 正しいサイコロを投げる試行を n 回繰り返す。　 X = 1 の目が出る回数, Y = 6 の目が

出る回数, Z = 奇数の目が出る回数 とする。このとき, E(X), V (X), Cov(X, Y ), Cov(Y,Z), Cov(X, Z),

V (Y + Z), V (X + Z)を求めよ。

6.9.2 多次元正規分布 N(~µ, V )

■多次元正規分布の定義 (X, Y )～N

((
µ1

µ2

)
,

(
σ2

1 ρσ1σ2

ρσ1σ2 σ2
2

))
であるとは、

(X,Y )の同時密度関数 f(X,Y )(x, y)が

f(X,Y )(x, y) =
1

2πσ1σ2

√
1− ρ2

e
− 1

2
1

1−ρ2

„“
x−µ1

σ1

”2−2ρ
x−µ1

σ1

y−µ2
σ2

+
“

y−µ2
σ2

”2
«
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このとき

E(X) = µ1, E(Y ) = µ2, V (X) = σ2
1 , V (Y ) = σ2

2 , ρX,Y = ρ である

特に、µ1 = µ2 = 0, σ1 = σ2 = 1　のとき相関係数 ρの２次元標準正規分布ということがある。(
µ1

µ2

)
= ~µを平均ベクトル,

(
σ2

1 ρσ1σ2

ρσ1σ2 σ2
2

)
=

(
V (X) Cov(X, Y )

Cov(X, Y ) V (Y )

)
= V を分散共分散行列という。

~x =

(
x

y

)
とおくと

f(X,Y )(~x) =
1

(
√

2π)2
√

det V
e−

1
2

t(~x−~µ)V −1(~x−~µ) と書けることに注意する。

同時分布 X は X～N(µ1, σ
2
1)

つまり、E(X) = µ1, V (X) = σ2
1 , Cov(X, Y ) = ρ

多次元モーメント母関数は

M(X,Y )(t, s) = E(etX+sY )

= e(µ1,µ2)(t
s)+ 1

2 (t,s)V (t
s)

= eµ1t+sµ2+
1
2 (σ2

1t2+2ρσ1σ2ts+σ2
2s2)

■多次元正規分布の基本的性質 • a, bを定数とし、aX + bY も１次元正規分布で

aX + bY ～N(aµ1 + bµ2, a2σ2
1 + 2abρσ1σ2 + b2σ2

2)

• (aX + bY, cX + dY )も２次元正規分布で

(aX + bY, cX + dY )～N

((
a b
c d

)(
µ1

µ2

)
,
t(

a b
c d

)
V

(
a b
c d

))

• aX + bY = uのもとで cX + dY の分布も１次元正規分布

上より X = xのもとで Y の分布が１次元正規分布を示せばよいが

fY |X(y|x) =
f(X,Y )(x, y)

fX(x)

=
1√

2πσ2

√
1− ρ2

e
− 1

2

“
y−µ2−ρ

σ2
σ1

(x−µ1)
”2

となるので

X = xのもとで Y ～N

(
µ2 + ρ

σ2

σ1
(x− µ1), (1− ρ2)σ2

2

)

また、次のようにもいえる。 (Z1, Z2)を独立で Zi～N(0, 1)とすると
X − µ1

σ1
= Z1, つまり X = µ1 + σ1Z1

Y − µ2

σ2
= ρZ1 +

√
1− ρ2Z2, つまり Y = µ2 + σ2(ρZ1 +

√
1− ρ2Z2) とおくと

(X,Y )～N

((
µ1

µ2

)
,

(
σ2

1 ρσ1σ2

ρσ1σ2 σ2
2

))
となる.(∵ Cov(X, Y ) = ρσ1σ2はすぐにわかる。)
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このように置き換えて計算すると楽になることが多い。 すると、X = xのもとで

Y = µ2 + ρσ2
x− µ1

σ1
+ σ2

√
1− ρ2Z2 ～ N

(
µ2 + ρσ2

x− µ1

σ1
, σ2

2(1− ρ2)
)

■練習問題 6.76 (X, Y ) ∼ N

((
2

−3

)
,

(
1 −2

−2 6

))

　のとき以下を求めよ。(1) X の分布　 (2)Y の分布　 (3)X + Y の分布

(4) E(X|Y = y) (5)V (X|Y = y) (6) Y = y のもとでの　 X の分布

■例 標準ブラウン運動Wt の任意の n次元分布

(Wt1 , Wt2 , · · · ,Wtn
)は n次元正規分布で

～ N




~0,




t1 t1 . . . t1
... t2 . . . t2
...

...
. . .

...
t1 t2 . . . tn







したがって、

a1Wt1 + a2Wt2 + · · ·+ anWtn や a1Wt1 + a2Wt2 = cのもとで

Wt3 の分布、 (a3Wt3 , a4Wt4)の分布、 a′2Wt2 + a3Wt3 の分布はすべて正規分布である。

■計算例 • P (W1 > 0, W2 + aW1 > 0)を計算してみよう。

前に見たように標準正規分布に帰着して解くと良い。

W1 ～ W2 −W1 ～ N(0, 1)で W1, W2 −W1 は独立

求める確率 = P (W1 > 0, W2 −W1 + (a + 1)W1 > 0)

=
∫∫

x>0, y+(a+1)x>0

1
2π

e−
1
2 (x2+y2)dx dy

=
1
2π

∫ ∞

0

re−
1
2 r2

dr

∫ π
2

− tan−1(a+1)

dθ

=
1
2π

(π

2
+ tan−1(a + 1)

)

• E(W1|W2 + aW1 > 0) = E(W1, W2 + aW1 > 0)/P (W2 + aW1 > 0) を計算してみよう

P (W2 + aW1 > 0) = P (W2 −W1 + (a + 1)W1 > 0) = P (N(0, 1 + (a + 1)2) > 0) =
1
2
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まず、a + 1 > 0のとき

E(W1, W2 + aW1 > 0) =
∫∫

y+(a+1)x>0

xf(W1, W2−W1)(x, y) dx dy

=
1
2π

∫∫

y+(a+1)x>0

xe−
1
2 (x2+y2) dx dy

=
1
2π

∫ ∞

−∞
e−

1
2 y2

dy

∫ ∞

−y
a+1

xe−
1
2 x2

dx

=
1
2π

∫ ∞

−∞
e
− 1

2

“
1+ 1

(a+1)2

”
y2

dy

=
1
2π

√
π

1
2

(
1 + 1

(a+1)2

)

=
1√
2π

a + 1√
(a + 1)2 + 1

a + 1 < 0のときも同様にして求める。

E(W1|W2 + aW1 > 0) =
2√
2π
× a + 1√

(a + 1)2 + 1

6.9.3 多次元ベータ分布（ディリクレ分布） β(a, b, c)

■多次元ベータ分布（ディリクレ分布）β(a, b, c)の定義 (X, Y )～β(a, b, c) (パラメータ a, b, c (a > 0, b >

0, c > 0)の多次元ベータ分布)であるとは

f(X,Y )(x, y) =
1

B(a, b, c)
xa−1yb−1(1− x− y)c−1 (x > 0, y > 0, x + y < 1)

ここで

B(a, b, c) =
∫∫

x>0, y>0, x+y<1

xa−1yb−1(1− x− y)c−1 dx dy

=
∫ 1

0

xa−1 dx

∫ 1−x

0

yb−1(1− x− y)c−1 dy ( y = (1− x)u )

=
∫ 1

0

xa−1 dx

∫ 1

0

((1− x)u)b−1(1− x)c−1(1− u)c−1(1− x) du

=
∫ 1

0

xa−1 dx

∫ 1

0

(1− x)b+c−1ub−1(1− u)c−1 du

= B(a, b + c)B(b, c)

=
Γ(a)Γ(b)Γ(c)
Γ(a + b + c)

■多次元ベータ分布の性質 β(a, b, c) ∼ ( Γ(a,λ)
Γ(a,λ)+Γ(b,λ)+Γ(c,λ) ,

Γ(b,λ)
Γ(a,λ)+Γ(b,λ)+Γ(c,λ) )
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周辺分布は

fX(x) =
∫ 1−x

0

f(X,Y )(x, y)dy

=
xa−1

B(a, b, c)

∫ 1−x

0

yb−1(1− x− y)c−1 dy =
xa−1(1− x)b+c−1

B(a, b, c)
×B(b, c) =

xa−1(1− x)b+c−1

B(a, b + c)

つまり X～β(a, b + c)

∴ E(X) =
a

a + b + c
, V (X) =

a(b + c)
(a + b + c)2(a + b + c + 1)

E(XY ) =
B(a + 1, b + 1, c)

B(a, b, c)
=

Γ(a + b + c)
Γ(a)Γ(b)Γ(c)

×Γ(a + 1)Γ(b + 1)Γ(c)
Γ(a + b + c + 2)

=
ab

(a + b + c + 1)(a + b + c)

∴ Cov(X,Y ) = E(XY )− E(X)E(Y ) =
−ab

(a + b + c)2(a + b + c + 1)

また、X + Y ～β(a + b, c)

X = xのもとで、Y の分布は

fY |X(y|x) =
f(X,Y )(x, y)

fX(x)
=

1
B(b, c)

(
y

1− x

)b−1 (
1− y

1− x

)c−1 1
1− x

(0≤y≤1− x)

より Y ～ (1− x) β(b, c)

∴ E(Y |X = x) =
b

b + c
(1− x), V (Y |X = x) = (1− x)2

bc

(b + c)2(b + c + 1)

■計算例
{

(x, y)
∣∣∣ x

a
+

y

b
≤1, x≥0, y≥0

}
上の一様分布 (U, V )を考える。(

U

a
,
V

b

)
～β(1, 1, 1)

∴ Cov(U, V ) = abCov

(
U

a
,
V

b

)
= ab× −1

(1 + 1 + 1)2(1 + 1 + 1 + 1)
= −ab

36

∴ E(U2V 3) = a2b3E

((
U

a

)2 (
V

b

)3
)

= a2b3

∫∫

x>0, y>0, x+y<1

x2y3 dxdy× 1
B(1, 1, 1)

= a2b3 B(3, 4, 1)
B(1, 1, 1)

=
a2b3

210
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■計算例
{
(x, y, z) |x2 + y2 + z2≤1, x≥0, y≥0, z≥0

}
上の一様分布 (X,Y, Z)

このとき
∫∫∫

x≥0, y≥0,z≥0, x2+y2+z2≤1

dx dy dz =
(

1
2

)3 ∫∫

u≥0, v≥0,w≥0, u+v+w≤1

u−
1
2 v−

1
2 w−

1
2 du dv dw

=
(

1
2

)3

B

(
1
2
,
1
2
,
1
2
, 1

)

=
(

1
2

)3 Γ
(

1
2

)3

Γ
(

5
2

)

=
1
8
× π

√
π

3
2

1
2

√
π

=
π

6

別解：半径１の３次元球の体積 × 1
8 = 4π

3 × 1
8 = π

6 でもよい

∴ E(X) =
6
π

∫∫∫

x≥0, y≥0,z≥0, x2+y2+z2≤1

x dx dy dz

=
6
π
×1

8
×

∫∫

u≥0, v≥0,w≥0, u+v+w≤1

v−
1
2 w−

1
2 du dv dw

=
6
π
×1

8
×B

(
1,

1
2
,
1
2
, 1

)

=
6
π
×1

8
×Γ

(
1
2

)2

Γ(3)

=
3
8

■練習問題 6.77 V (X), Cov(X, Y )も求めよ。

■計算例 X, Y, Z～U(0, 1) X, Y, Z は独立のとき

P (X + Y 2 + Z≤1) =
∫∫∫

0≤x≤1, 0≤y≤1, 0≤z≤1, x+y2+z≤1

dx dy dz

=
∫∫∫

x+u+z≤1

1
2
u−

1
2 dx du dz

=
1
2
B

(
1,

1
2
, 1, 1

)

=
1
2

Γ
(

1
2

)

Γ
(

7
2

)

=
1
2

√
π

5
2

3
2

1
2

√
π

=
4
15

■練習問題 6.78 P (X2+Y 2+Z2 > 1), E(X, X+Y 2+Z 5 1), E(X|X+Y 2+Z 5 1), E(X, X2+Y 2+Z2 >

1) を求めよ。
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■計算例 n次元球の体積 Vn

Vn = 2n

∫
· · ·

∫

x1≥0,··· ,xn≥0, x2
1+···+x2

n≤1

dx1 · · · dxn

= 2n

(
1
2

)n ∫
· · ·

∫

u1≥0,··· ,un≥0, u1+···+un≤1

u
− 1

2
1 u

− 1
2

2 · · ·u−
1
2

n du1 · · · dun

= B

(
1
2
,
1
2
,
1
2
, · · · ,

1
2
, 1

)

=

(
Γ

(
1
2

))n

Γ
(

n
2 + 1

)

注意　 n = 1, 2, 3の場合を確かめておくとよい。

6.9.4 その他の多次元確率分布

ここでは多次元一様分布 つまり D を R2 の部分集合として　 2次元の場合その密度関数が

　 f(X,Y )(x, y) =





1
D の面積 (x, y) ∈ D

0 (その他)
となる　 (X,Y )の確率分布を D 上の一様分布という。　以下、いろいろ調べてみる。

■D = {(x, y)|0 5 x 5 a, 0 5 y 5 b} これは独立な S ∼ T ∼ U(0, 1)を 2つ持ってきて　X = aS, Y = bT

として計算すればよい。

■D = {(x cos θ − y sin θ, x sin θ + y cos θ)|0 5 x 5 a, 0 5 y 5 b} これは上を原点中心に θ 回転し

たものなので　 X = aS cos θ − bT sin θ, Y = aS sin θ + bT cos θ として計算すればよい。　 E(X) =
a cos θ−b sin θ

2 , E(Y ) = a sin θ+b cos θ
2 , Cov(X, Y ) = (a2−b2) sin θ cos θ

12

■D = {(x, y)|0 5 x 5 a, 0 5 y 5 b, x
a + y

b 5 1} これは　 (S, T ) ∼ β(1, 1, 1)とすると、 X = aS, Y = bT

とおけるので　それを用いて計算するとよい。

■D = {(x, y)|0 5 x, 0 5 y, x2 + y2 5 1} これは第 1 象限の原点中心半径 1 の円の内部の一様分布であ

るが、極座標などで計算するかまたは (S, T ) ∼ β(1/2, 1/2, 1) とおくと X =
√

S, Y =
√

T となること (同

じことであるが x2 = s, y2 = t と置き換えて多次元ベータ関数を用いて計算する。例　 V (X) = V (
√

S) =

E(S)− (E(
√

S)2 = E(β(1/2, 3/2))− E(
√

β(1/2, 3/2))2 = 1
4 − ( 4

3π )2

この例はもちろん普通に極座標で計算してもよい。

■練習問題 6.79 D 内に無作為に 2点 P, Q をとるとき、次を求めよ。E((PQ)2) E(4OPQ)(∗)

■D = {(x, y)|x2 + y2 5 1} この場合は多次元ベータ分布に帰着させるには変換が 1対 1ではないので注意

が必要だが、対称性がある確率や期待値を求める場合はそれに帰着できる。　また依然、極座標による計算は
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有効である。計算例 E(X) = 0, V (X) = E(X2) = 1
π

∫∫
x2+y2<1

x2dxdy = 1
π

∫ 1

0
r3dr

∫ 2π

0
cos2 θdθ = 1

4

E(e−(X2+Y 2)) = 1
π

∫∫
x2+y2<1

e−(x2+y2)dxdy = 1
π

∫ 1

0
e−r2

rdr
∫ 2π

0
dθ = 1− e−1

■練習問題 6.80 E(|X|), V (|X|),Cov(|X|, |Y |)を求めよ。
以下は 1次元分布であるが　図形が 2次元の中にある場合を少し考察する。

■D = {(x, y)|0 5 x, 0 5 y, x2 + y2 = 1} この場合は　 X = cos θ, Y = sin θ, θ ∼ U(0, π
2 ) とおける。

E(X) = 2
π

∫ π/2

0
cos θdθ = 2

π , E(X2) = 2
π

∫ π/2

0
cos2 θdθ = 1

2

(X ∼ Y で　 X2 + Y 2 = 1より, E(X2) = 1
2でもよい。

Cov(X, Y ) = E(XY )− E(X)E(Y ) = 1
π − ( 2

π )2 = π−4
π2

■練習問題 6.81 D 上に無作為に 2点 P, Q をとるとき以下を計算せよ。　 E(
_

PQ), E(PQ
2
), E(4OPQ),

E(扇形 OPQ)
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6.10 確率過程の分布

6.10.1 1次元対称ランダムウォーク Zt

■定義 Zt = ξ1 + ξ2 + · · ·+ ξt, Z0 = 0, ξ1, ξ2, · · · , ξt は独立で同分布。

P (ξi = 1) = P (ξi = −1) = 1
2 . Zt は、0を出発する１次元対称ランダムウォーク.

■基本的性質

・ Zt ∼ 2B(t, 1/2)− t

・ (独立増分性) 0 < t1 < t2 < t3 < · · · として、Zt1 , Zt2 − Zt1 , Zt3 − Zt2 , · · · は独立
・ (定常増分性) t > s > 0として、Zt − Zs～Zt−s

・ E(Zt) = 0, V (Zt) = t

・MZt(α) = E(eαZt) = cosht α (coshx = ex+e−x

2 )

・−Zt や Ẑt = Zt+s − Zt も 1次元対称ランダムウォーク

・ Zt はマルコフ過程。また |Zt|や (Zt)2 もマルコフ過程.(∗)*24

・ Zt, Z2
t − t, Z3

t − 3tZt,
eαZt

cosht(α))
はξ1, ξ2, . . . , ξtに関してマルチンゲール。　

■練習問題 6.82 (1)MZt(α) = cosht α を示し、E(Zte
αZt) を求めよ。

(2)Z3
t − 3tZt,

eαZt

cosht(α))
はξ1, ξ2, . . . , ξtに関してマルチンゲール を示せ。

6.10.2 1次元非対称ランダムウォーク Z
(p)
t

■定義 Z
(p)
t = ξ

(p)
1 + ξ

(p)
2 + · · ·+ ξ

(p)
t , Z

(p)
0 = 0, ξ

(p)
1 , ξ

(p)
2 , · · · , ξ

(p)
t は独立で同分布。

P (ξ(p)
i = 1) = p, P (ξi = −1) = 1− p. Z

(p)
t は、0を出発する１次元非対称ランダムウォーク.*25

■基本的性質

・ Z
(p)
t ∼ 2B(t, p)− t

・ (独立増分性) 0 < t1 < t2 < t3 < · · · として、Z
(p)
t1 , Z

(p)
t2 − Z

(p)
t1 , Z

(p)
t3 − Z

(p)
t2 , · · · は独立

・ (定常増分性) t > s > 0として、Z
(p)
t − Z

(p)
s ～Z

(p)
t−s

・ E(Z(p)
t ) = (2p− 1)t, V (Z(p)

t ) = 4p(1− p)t

・M
Z

(p)
t

(α) = E(eαZ
(p)
t ) = (peα + (1− p)e−α)t

・ Ẑ
(p)
t = Zt+s − Zt も 1次元非対称ランダムウォーク, −Z

(p)
t ∼ Z

(1−p)
t

・ Z
(p)
t はマルコフ過程。また |Z(p)

t |や (Z(p)
t )2 もマルコフ過程.(∗∗)*26

・ Z
(p)
t − (2p − 1)t, (Z(p)

t )2 − 2(2p − 1)tZ(p)
t − 4p(1 − p)t + (2p − 1)2t2, eαZ

(p)
t

(peα+(1−p)e−α)t は

*24 この部分は少し難しいかもしれないので、飛ばしてよい。証明については　近刊「ランダムウォークと確率解析」藤田岳彦著、日
本評論社　参照

*25 この 1次元非対称ランダムウォークはモデリングテキスト練習問題 3.6.8において扱われている.
*26 ここも少し難しいので飛ばしてよい。
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ξ
(p)
1 , ξ

(p)
2 , . . . , ξ

(p)
t に関してマルチンゲール。　

■練習問題 6.83 (1) E(Z(p)
t ) = (2p− 1)t, V (Z(p)

t ) = 4p(1− p)tを示せ。

(2)M
Z

(p)
t

(α) = (peα + (1− p)e−α)t を示し、E(Z(p)
t eαZ

(p)
t )を求めよ。

(3)Z(p)
t −(2p−1)t, (Z(p)

t )2−2(2p−1)tZ(p)
t −4p(1−p)t+(2p−1)2t2, eαZ

(p)
t

(peα+(1−p)e−α)t はξ
(p)
1 , ξ

(p)
2 , . . . , ξ

(p)
t に

関してマルチンゲール を示せ。

6.10.3 ポアソン過程 Nt

時間パラメータ t を 0以上の実数として、Nt をパラメータ (強度)λのポアソン過程とする。

■定義と基本的性質

・ (周辺分布はポアソン分布) Nt～Po(λt) (N0 = 0)　つまり　 P (Nt = k) =
(λt)k

k!
e−λt

・ (独立増分性) 0 < t1 < t2 < t3 < · · · として、Nt1 , Nt2 −Nt1 , Nt3 −Nt2 , · · · は独立

・ (定常増分性) t > s > 0として、Nt −Ns～Nt−s

■練習問題 6.84 (1)離散確率変数 X1, X2 . . .は独立で同分布確率母関数を gX(t) 複合ポアソン過程を

Yt =
∑Nt

i=0 Xi と定義する。(Nt = 0なら Yt = 0とする。) ここで　 Nt は強度 λのポアソン過程とする。こ

のとき　 Ytの確率母関数 gYt(α) = E(αYt)を求めよ。(2) (1) で　 X ∼ Be(p)のとき　 Yt の分布を求めよ。

(3) (1) で　 P (X = k) = −1
log(1−q)

qk

k (k = 1, 2, . . . ) のとき Yt の分布を求めよ。

■練習問題 6.85 Nt と独立なパラメーター µ の指数確率変数 θ がある。 Nθ の分布を求めよ。また、　

θ ∼ Γ(p, a)の場合も調べよ。

その他のポアソン過程の問題については第 7章に収録.

6.10.4 (標準)ブラウン運動Wt, ドリフト付ブラウン運動 σWt + µt

時間パラメータ t を 0以上の実数として、Wt を (標準)ブラウン運動とする。

■定義と基本的性質

・ (周辺分布は正規分布) Wt～N(0, t) (W0 = 0)　つまり　 fWt(x) = 1√
2πt

e−
x2
2t

・ (独立増分性) 0 < t1 < t2 < t3 < · · · として、Wt1 ,Wt2 −Wt1 ,Wt3 −Wt2 , · · · は独立

・ (定常増分性) t > s > 0として、Wt −Ws～Wt−s

・確率 1で t → Wt は連続。(微分不可能)
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・正規過程である。　すべての有限次元同時分布は多次元正規分布。つまり、ブラウン運動や　ドリフト

付ブラウン運動のいろいろな時点での 1次結合、また、それらで条件付けられた条件付分布などはすべて

正規分布、多次元正規分布となる。例えば、a1Wt1+a2Wt2+· · ·+anWtn
や

∫ t

0
Wsds, a1Wt1+a2Wt2 = c

のもとでWt3 の分布、 (a3Wt3 , a4Wt4)の分布、 a′2Wt2 + a3Wt3 の分布はすべて正規分布, 多次元正

規分布である。

■練習問題 6.86 Wt,W
′
t を独立な標準ブラウン運動　また Wt を用いてドリフト付ブラウン運動 Xt =

σWt + µt を考えるとき、以下を求めよ。また、　 0 < s < t < u とする。(1) V (Wt + W ′
t ) (2)Cov(Wt +

W ′
t , Ws + W ′

s) (3) E(Xt), V (Xt)

(4) Cov(Wt− aWu,Wu) = 0となる実数 a (5) (4)を用いて　 E(Wt|Wu) (6)(∗) E(W 2
t |Wu), V (Wt|Wu)

(7) E(eWt) (8) V (eWt) (9) E(e−tW 2
t )

(10) E(eXt) (11)V (eXt) (12) E(
∫ t

0
Wvdv) (13) E(

∫ t

0
W 2

v dv) (14) Cov(
∫ t

0
Wvdv,

∫ t

0
Wqdq)

(15)(∗) E(Wt|Ws, Wu)
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6.11 基礎公式のまとめ

■微積分公式 •
∫

exdx = ex + C (以下は積分定数を省略),
∫

eaxdx =
1
a
eax

•
∫

axdx =
ax

log a

•
∫

1
x

dx = log |x|

•
∫

dx

1 + x2
= tan−1 x,

∫
dx

a2 + x2
=

1
a

tan−1 x

a

•
∫

dx√
1− x2

= sin−1 x,

∫
dx√

a2 − x2
= sin−1 x

a

・
∫

dx√
1 + x2

= log
(
x +

√
1 + x2

)

(
√

1 + x2 を置換するときは　 x = tan θとすると複雑になるので x = sinh t = et−e−t

2 )

・
∫

dx√
x2 − 1

= log
(
x +

√
x2 − 1

)

(
√

x2 − 1を置換するときは　 x = 1
cos θとすると複雑になるので x = cosh t = et+e−t

2 )

２つまとめて　
∫

1√
x2+A

dx = log(x +
√

x2 + A) でもよい.

•
∫

ef(x)f ′(x) dx = ef(x)

•
∫

f ′(x)
f(x)

dx = log |f(x)|

•
∫

f(x)ex dx = ex(f(x)− f ′(x) + f ′′(x)− f ′′′(x) · · · )

•
∫

f(x)e−x dx = e−x(−f(x)− f ′(x)− f ′′(x)− f ′′′(x)− · · · )
例　

∫
x3e−xdx = (−x3 − 3x2 − 6x− 6)e−x

・
∫

f(x) cos x dx = f(x) sin x + f ′(x) cos x + f ′′(x)(− sin x) + f ′′′(x)(− cosx) + · · ·
(はじめの f(x) sin xを出して後は両方とも微分していく)

例　
∫

x3 cosxdx = x3 sin x + 3x2 cosx− 6x sin x− 6 cos x

・
∫

f(x) sin x dx = f(x)(− cosx) + f ′(x) sin x + f ′′(x) cos x− f ′′′(x) sin x · · ·

・
∫

f(x) log x dx = F (x) log x−
∫

1
x

F (x)dx, F (x) =
∫

f(x)dx

• d
dx

∫ g(x)

h(x)
f(x, u)du = f(x, g(x))g′(x)− f(x, h(x))h′(x) +

∫ g(x)

h(x)
∂f
∂x (x, u)du

・
∫ a

0

f(a− x)dx =
∫ a

0

f(x)dx

例　
∫ π/2

0
(π/2− x) sin xdx =

∫ π/2

0
x cosxdx = [x sin x]π/2

0 + [cos x]π/2
0 = π

2 − 1∫ π/2

0
(π/2− x)2 cos xdx =

∫ π/2

0
x2 sin xdx = [x2(− cosx)]π/2

0 + [2x sin x]π/2
0 + [2 cos x]π/2

0 = π − 2

・ (区分求積法) lim
n→∞

n∑

k=1

f(
k

n
)
1
n

=
∫ 1

0

f(x)dx

　 lim
n→∞

n∑

k=1

f(a + (b− a)
k

n
)
b− a

n
= (b− a)

∫ 1

0

f(a + (b− a)x)dx =
∫ b

a

f(x)dx

例 lim
n→∞

(
1

n + 1
+

1
n + 2

+ · · ·+ 1
n + n

) = lim
n→∞

1
n

n∑

k=1

1
1 + k

n

=
∫ 1

0

dx

1 + x
= log 2

　 ・ 半径 r の球の体積＝ 4
3πr3

半径 r の球の表面積＝ 4πr2
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•
∫ a

−a

√
a2 − x2 dx = 2

∫ a

0

√
a2 − x2 dx =

π

2
a2 (半円、1

4 円の面積を考える)

・
∫ a

2

0

√
a2 − x2 dx =

π

12
a2 +

1
2

a

2

√
3

2
a (扇形と三角形に分ける)

・
∫ a√

2

0

√
a2 − x2 dx =

π

8
a2 +

1
2

a√
2

a√
2

•
∫ +∞

−∞
e−tx2

dx =
√

π

t
(t > 0) (ガウスの公式)

• Γ(s) =
∫ ∞

0

xs−1e−x dx = a

∫ ∞

0

xas−1e−xa

dx

Γ(s + 1) = sΓ(s), n ∈ Nなら　 Γ(n) = (n− 1)!, Γ(1/2) =
√

π

• B(a, b) =
∫ 1

0

xa−1(1− x)b−1 dx = 2
∫ π/2

0

sin2a−1 x cos2b−1 xdx =
∫ ∞

0

xa−1

(1 + x)a+b
dx

= Γ(a)Γ(b)
Γ(a+b)

•
n∑

i=1

i∑

j=1

aij =
∑

1≤j≤i≤n

aij =
n∑

j=1

n∑

i=j

aij

•
∫∫

0≤x≤y≤a

f(x, y)dxdy =
∫ a

0

dx

∫ a

x

f(x, y)dy =
∫ a

0

dy

∫ y

0

f(x, y)dx

(どちらの順序で計算するのかを注意する。勿論、計算が簡単な方を選ぶ)

• 　
∫ ∫

D
f(x, y)dxdy =

∫ ∫
D′ f(x(u, v), y(u, v)) dxdy

dudv dudv

(ここで変換は 1対 1のときで dxdy
dudv はヤコビアンの絶対値)

■数列の和 など ・
∞∑

k=1

1
k

= ∞

・ lim
n→+∞

(
n∑

k=1

1
k
− log n) = γ (0.58 · · · ) (オイラー定数)

・
∞∑

k=1

1
kα

< +∞ À α > 1

・
∞∑

k=1

1
k2

=
π2

6
,

∞∑

k=1

1
k4

=
π4

90

•
末項∑

初項

等差数列 =
初項+末項

2
×項数

例
∑50

i=20(3i− 1) = 59+149
2 × 31

•
末項∑

初項

等比数列 =
初項−末項×公比

1−公比 (無限等比級数は
初項

1−公比 )

例
∑50

i=20(3
2i−1) = 339−3101

1−32

•
n∑

k=1

c = cn,

n∑

k=1

k =
n(n + 1)

2

•
n∑

k=1

k2 =
n(n + 1)(2n + 1)

6
,

n∑

k=1

k3 =
(

n(n + 1)
2

)2

・
n∑

k=1

k(k − 1)(k − 2) =
(n + 1)n(n− 1)(n− 2)

4
(一般化できる)

・
n∑

k=1

(k + 3)(k + 2)(k + 1)k =
(n + 4)(n + 3)(n + 2)(n + 1)n

5
(一般化できる)



6.11 基礎公式のまとめ 117

・
n∑

k=1

1
k(k + 1)

= 1− 1
n + 1

・
n∑

k=1

1
k(k + 1)(k + 2)

=
1
2
(
1
2
− 1

(n + 1)(n + 2)
) (∵ 1

　 k(k+1)(k+2) = 1
2 ( 1

k(k+1) − 1
(k+1)(k+2) ))

・
n∑

k=0

kxk−1 =
d

dx

1− xn+1

1− x
=
−(n + 1)xn(1− x) + (1− xn+1)

(1− x)2
=

1− xn

(1− x)2
− nxn

1− x

・
n∑

k=0

an−k =
n∑

k=0

ak,

n∑

k=1

an−k+1 =
n∑

k=1

ak 例
n∑

k=0

(n− k)2 =
n∑

k=0

k2 =
n(n + 1)(2n + 1)

6

■三角関数など • e
√−1x = cos x +

√−1 sinx (オイラーの公式)

例 cos(x + y) +
√−1 sin(x + y) = e

√−1(x+y) = e
√−1xe

√−1y = (cos x +
√−1 sin x)(cos y +

√−1 sin y)

例　
n∑

k=0

(cos kx +
√−1 sin kx) =

n∑

k=0

e
√−1kx =

1− e
√−1(n+1)x

1− e
√−1x

・ cos2 x = 1+cos 2x
2 , sin2 x = 1−cos 2x

2

· (cosx, sin x) + (cos y, sin y) = 2 cos x−y
2 (cos x+y

2 , sin x+y
2 ) (ベクトルの和の図を描くとわかる.)

· sin−1 x = α ↔ sin α = x ∩ −π
2 5 α 5 π

2

· cos−1 x = α ↔ cosα = x ∩ 0 5 α 5 π

· tan−1 x = α ↔ tan α = x ∩ −π
2 < α < π

2

■ラグランジュの補間法 · 2点 (a,A), (b,B)を通る直線の方程式　 y = Ax−b
a−b + B x−a

b−a

3点 (a,A), (b,B), (c, C)を通る２次関数の方程式　 y = A (x−b)(x−c)
(a−b)(a−c) + B (x−c)(x−a)

(b−c)(b−a) + C (x−a)(x−b)
(c−a)(c−b)

(以降 n次関数も同様)

■極限 · lim
x→∞

(1 + a/x)x = lim
n→∞

(1 + a/n)n = lim
x→0

(1 + ax)1/x = ea

· lim
x→0

log(1 + x)
x

= 1

· lim
x→0

sin x

x
= 1　テーラー展開より、　 lim

x→0

sin x− x

x3
=

1
6

· lim
x→∞

sin x

x
= 0

· ロピタルの定理　 f(a) = g(a) = 0で　 lim
x→a

f ′(x)
g′(x)

(= A)が存在するならば、 lim
x→a

f(x)
g(x)

= A

· a > 0, b > 0に対して、 lim
x→∞

xae−bx = 0

· a > 0に対して　 lim
x→0

xa log x = 0, lim
x→∞

log x

xa
= 0

· lim
n→∞

√
2πnnne−n

n!
= 1 (スターリングの公式)

例　 lim
x↓0

xx = lim
x↓0

ex log x = 1

例　 lim
x→0

x sin
1
x

= 0
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■組み合わせ論 ·
n∑

k=0

(
n

k

)
xk = (1 + x)n*27, x = 1を代入して

n∑

k=0

(
n

k

)
= 2n

·
n∑

k=0

(
n

k

)
kxk−1 = n(1 + x)n−1*28, x = 1を代入して

n∑

k=0

k

(
n

k

)
= n2n−1

·
l∑

k=0

(
n

k

)(
m

l − k

)
=

(
m + n

l

)
*29, (∵ (1 + x)n(1 + x)m = (1 + x)m+nの両辺の xlの係数)

· (
m
n

)
= m個のものから n個のものを選ぶ組み合わせの総数 = (mCnとも書く)

· (
m+1

n

)
=

(
m
n

)
+

(
m

n−1

)
*30, n

(
m
n

)
= m

(
m−1
n−1

)
*31

· mHn = m 種類のものから重複をゆるして n 個選ぶ (重複) 組み合わせの総数 =
(
m+n−1

n

)
= m 種類

　 の文字の n個の積から作られる単項式の個数

(∵ m− 1個の｜と n個の ◦を並べた順列と 1対 1対応)

· (
m+n

n

)
= (0, 0)から (m,n)を結ぶ最短経路 (右に 1(ヨ),上に 1ずつ進む (タ))の個数 = n+1Hm = m個

　 のヨの位置を n + 1個の水平な線から重複を許して選ぶ

·
(

m + n

m

)
=

n∑

k=0

(
k + m− 1

m− 1

)
, (∵最後のヨの y 座標で分類),前のほうの級数もこれで解釈可能

· x1+x2+· · ·+xn = mの整数解の個数 = nHm, x1+x2+· · ·+xn = m　の自然数解の個数 = m−1Cn−1

· (−x
k

)
= (−1)k

(
x+k−1

k

)

· A を定義域とし、B を値域とする写像全体の個数は重複順列の考えかたより　#(B)#(A) 個

ここで　 #(A)　は集合 Aの要素の個数

· #(B) = #(A)のとき、 A を定義域とし、B を値域とする 1対 1写像全体の個数は

#(B)P#(A) = #(B)!
(#(B)−#(A))!

· 多項定理　 (x + y + z)n =
∑

05k,l5n

n!
k!l!(n− k − l)!

xkylzn−k−l

■テーラー展開 • 1
1− x

= 1 + x + x2 + · · · (|x| < 1)

•
∞∑

k=1

kxk−1 =
1

(1− x)2
(上を微分)

•
∞∑

k=2

k(k − 1)xk−2 =
2

(1− x)3
(上を微分)

•
∞∑

k=n−1

k(k − 1) · · · (k − n + 2)xk−n+1 =
(n− 1)!
(1− x)n

•
∞∑

k=0

(
n + k − 1

n− 1

)
xk =

∑

k=0

nHkxk =
∑

k=0

(−n

k

)
(−x)k = (1− x)−n

• ex = 1 + x +
x2

2!
+

x3

3!
· · · (−∞ < x < ∞)

*27 この 2項定理の計算によらない組み合わせ論的な説明は以下のとおり。n人のクラスで　係が　 x+1種類あり、すべての人がどれ
かの係を一つやるとすると、選び方の総数は重複順列の考え方より、(x+1)n 通りである。　また、一つの係に注目してその係の人

数が k (0 5 k 5 n)であったとすると、　その係以外の人は n− k 人いるので　選び方の総数は　
nX

k=0

“n

k

”
xn−k =

nX

k=0

“n

k

”
xk

*28 これは上の考え方にさらにひとつの係にはその長も選ぶ (例えば委員を一つの係として委員長もその中から選ぶ)ことを２通りに考
えればよい

*29 これは　 n人のクラスと　m人のクラスから合わせて l 人の委員を選ぶことを　 2通りに見ればよい。
*30 これはm + 1人のクラスから n人の委員を選ぶのだが, 特定の人が委員に入る場合と, はいらない場合を考えればよい。
*31 これは n− 1人の委員と一人の委員長を選ぶが、n人の委員を選んでからそのなかから委員長を選んでも同じことに気づけばよい。
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• log(1 + x) = x− x2

2
+

x3

3
− x4

4
· · · (|x| < 1)

• log
1 + x

1− x
= 2(x +

x3

3
+

x5

5
· · · ) (|x| < 1)

例 log n = log
1+ n−1

n+1

1−n−1
n+1

; 2(n−1
n+1 + 1

3 (n−1
n+1 )3 + · · · ) で近似値が求まる。

• (1 + x)α = 1 +
(

α

1

)
x +

(
α

2

)
x2 +

(
α

3

)
x3 · · · (|x| < 1 ; α ∈ R)

ここで、
(

α

n

)
=

α(α− 1) · · · (α + n− 1)
n!

• tan−1 x =
∫ x

0
1

1+u2 du =
∫ x

0

∑∞
k=0(−u2)kdu = x− x3

3 + x5

5 + · · ·
• sin−1 x =

∫ x

0
1√

1−u2 du =
∫ x

0
(1 + 1

2u2 +
(−1/2

2

)
(−u2)2 + · · · )du = x + x3

6 + 3x5

40 + · · ·

■知っておくと良い近似値 ・ e0.7 ; 2 (テーラー展開に代入すると良い)

(log 2 ; 0.7)

これより 70の法則(
1 +

r

100

) 70
r

=
((

1 +
r

100

) 100
r

)0.7

; e0.7 ; 2

・ 同様に e0.4 ; 3
2 , e1.1 ; 3

・ 103 ; 210 ; e7

・ 219 ; 312

■ 不等式 ・ ex=1 + x, (x∈R) (等号成立は　 x = 0)

例　 e
Pn

k=1
1
k > Πn

k=1(1 + 1
k ) = n + 1　より、

∑∞
k=1

1
k = ∞

・ x≥ log(1 + x) (x > −1)

· 0 < x < π/2で　 2
π x < sin x < x < tanx

· (相加・相乗) ai = 0で　 a1+a2+···+an

n = (a1a2 · · · an)1/n (等号成立はすべて等しいとき)

例 n個の 1 + 1
n と 1個の 1にこれを適用すると、((1 + 1

n )n)
1

1+n <
n(1+ 1

n )+1

n = 1 + 1
n+1 より

　 (1 + 1
n )n < (1 + 1

n+1 )n+1

· (コーシー・シュワルツ) (
∑

aibi)2 5
∑

a2
i

∑
b2
i (等号成立はベクトルとみなし平行）

例　 (x + 2y + 3z)2 5 (12 + 22 + 32)(x2 + y2 + z2)　より、x2 + y2 + z2 = 1 のもとでの x + 2y + 3z

の最大値=
√

14 （等号は　 (x, y, z) = 1√
14

(1, 2, 3)), 最小値=-
√

14 （等号は (x, y, z) = −1√
14

(1, 2, 3))

　 · E(X)2 5 E(X2) (等号成立は定数)

· (コーシー・シュワルツ) E(XY )2 5 E(X2)E(Y 2), (等号成立は　 Y = aX)

· (イエンセン) 下に凸な f(例えば f ′′ > 0)に対して, f(E(X)) 5 E(f(X))

(f ′′ > 0なら等号成立は X = 定数 )

· (チェビシェフ) P (|X| = a) 5 E(X2)
a2 , f が正の値をとるなら P (f(X) = a) 5 E(f(X))

a

(∵ E(f(X)) = E(f(X), f(X) = a) + E(f(X), f(X) < a) = E(f(X), f(X) = a)

= E(a, f(X) = a) = aP (f(X) = a))

また、P (|X − E(X)| = a) 5 V (X)
a2

　これから　 Xi を　 E(Xi) = m, V (Xi) = σ2 なる　 i.i.d.(独立、同分布) とすると、

P (|X1+···+Xn

n −m| = ε) 5 σ2

ε2n となり、大数の弱法則
X1+···+Xn

n −−−−→
n→∞

m(確率収束)がわかる.
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■コーシーの関数方程式 ・ f : R→ R が f(s + t) = f(s)f(t)　を満たすなら、∃a(∈ R) f(t) = eat*32.

・ f : Z→ R が f(s + t) = f(s)f(t)　を満たすなら、∃a(∈ R) f(t) = at.

■正射影 • 　 ~xの~aへの正射影ベクトル = proj~a~x = ~x·~a
|~a|2~a

• 　 ~xの Linear span of {~e1, ~e2}への正射影ベクトル = proj{ ~e1, ~e2}(~x) = (~x · ~e1)~e1 + (~x · ~e2)~e2

ここで　 ~e1, ~e2 は正規直交ベクトル、つまり　 |~e1| = |~e2| = 1, ~e1 · ~e2 = 0

例 (グラム・シュミットの直交化) 一次独立な ~a,~b,~cから　正規直交ベクトル ~e1, ~e2, ~e3 を作ると

~e1 = ~a
|~a| , ~e2 =

~b−(~a· ~e1) ~e1

|~b−(~a· ~e1) ~e1|
, ~e3 = ~c−(~c· ~e1) ~e1−(~c· ~e2) ~e2

|(~c· ~e1) ~e1−(~c· ~e2) ~e2|
例　 H = {X|E(X2) < ∞}に内積 〈X,Y 〉 = E(XY )　 をいれ、グラム・シュミットの直交化より、

　 1, X から　正規直交ベクトルを作ると 1, X の標準化 = X−m
σ となる。

すると、　 proj{1,X}Y = E(Y )1 + E(Y X−m
σ )X−m

σ となり、これは回帰直線と一致する。

■常微分方程式 · dy
dx = ay, y(0) = c の解は　 y(x) = ceax

· dy
dx = f(y)g(x)（変数分離形)は　

∫
dy

f(y)dy =
∫

g(x)dx として解く。

· dy
dx + g(x)y = h(x)は　 d

dx (e
R

g(x)dxy) = h(x)e
R

g(x)dx として両辺を積分

· dy
dx = f( y

x ) (同次形) は　 u = y
x として　 uの微分方程式に直す。

· a, bは定数として、d2y
dx2 + a dy

dx + by = 0の解は, 特性方程式 u2 + au + b = 0の異なる 2解を α, β として

y = Ceαx + Deβx αが重解の場合は　 y = (Cx + D)eαx

すべての解 y(x)が安定 (limx→∞ y(x) = 0)であるための必要十分条件は　特性方程式のすべての解の

絶対値が 1より小さいこと。
d2y
dx2 + a dy

dx + by = f(x)の解は特殊解を 1つ求めて、特殊解＋一般解とする。

■極値問題 · f(x, y) が (x, y) = (x0, y0)で極値をとる。−→ ∂f
∂x (x0, y0) = ∂f

∂y (x0, y0) = 0

· (条件付き極値問題、ラグランジュの未定係数法) g(x, y) = 0のもとで、f(x, y)が (x, y) = (x0, y0)で

極値をとる。−→ L(x, y, λ) = f(x, y) + λg(x, y)とおき、
∂L
∂x (x0, y0, λ0) = ∂L

∂y (x0, y0, λ0) = ∂L
∂λ (x0, y0, λ0) = 0

■連立 1 次方程式 ~ai,~b ∈ R3 として　 ( ~a1, ~a2, ~a3)




x

y

z


 = ~b と表せる未知数 3 個、式の個数 3 個の

連立方程式を考える。掃き出し法は係数行列 ( ~a1, ~a2, ~a3) を行基本変形を用いて　できるだけ単位行列に

近づけて行く。（詳しくは　穴埋め式　線形代数　らくらくワークブック参照)、単位行列に変形できた場

合は　 rank(( ~a1, ~a2, ~a3))=rank(( ~a1, ~a2, ~a3,~b) = 3 のケースとなり　解が一意的に存在する。また、　解

が存在しない ↔ rank(( ~a1, ~a2, ~a3) < rank(( ~a1, ~a2, ~a3,~b) であり、解が存在する　 ↔ rank(( ~a1, ~a2, ~a3)) =

rank(( ~a1, ~a2, ~a3,~b) であるが、解が存在する場合の解は、3− rank(( ~a1, ~a2, ~a3)個の任意定数であらわされる。

また、行列式 | ~a1, ~a2, ~a3| 6= 0の場合は　次のクラーメルの公式が成立する。

*32 厳密にいうと　 f には、連続性、単調性、原点の近くでの有界性、微分可能性、可測性などの条件のうちのひとつを課さなければ
ならない。
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x =
|~b, ~a2, ~a3|
| ~a1, ~a2, ~a3| , y =

| ~a1,~b, ~a3|
| ~a1, ~a2, ~a3| , z =

| ~a1, ~a2,~b|
| ~a1, ~a2, ~a3|

　

■逆行列 · n× n行列が逆行列を持つ。↔ det(A)(= |A| = Aの行列式) 6= 0

　 ·
(

a c

b d

)−1

=
1

ad− bc

(
d −c

−b a

)

· (逆行列の求め方) 掃き出し法で行基本変形により　 A|E 　→ 　 E|A−1 に変形する.

■漸化式 (差分方程式) まず an+1 = ran −→ an = a0r
n(= a1r

n−1) = a−mrn+m

■an+1 = ran + f(n)の場合 特殊解 bn+1 = rbn + f(n)となる bn を求め、

an+1 − bn+1 = r(an − bn) ∴ an − bn = (a0 − b0)rn ∴ an = bn + (a0 − b0)rn

計算例１

an+1 = 3an + 4 (a0 = 2)

c = 3c + 4 −→ c = −2

an+1 + 2 = 3(an + 2) ∴ an = −2 + (a0 + 2)3n = −2 + 4 · 3n

計算例２

an+1 = 3an + n2 (a0 = 2)

bn+1 = 3bn + n2 bn = Cn2 + Dn + E (bnは２次式)

C(n + 1)2 + D(n + 1) + E = 3(Cn2 + Dn + E) + n2より、C = D = E = −1
2

an+1 − bn+1 = 3(an − bn)

∴ an − bn = (a0 − b0)3n = (2 +
1
2
)3n

∴ an = −1
2
n2 − 1

2
n− 1

2
+

5
2
3n

計算例３

an+1 = 2an + 3n (a0 = 3)

bn+1 = 2bn + 3n −→ bn = c3nとおける これより、c = 1

∴ an+1 − bn+1 = 2(an − bn) ∴ an = bn + (a0 − b0)2n = 3n + 2n+1
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■an+2 + Aan+1 + Ban = 0の場合 特性方程式 t2 + At + B = 0の 2解を α, β (α 6= β)とし、

an = Cαn + Dβn が解 (∵ αn+2 + Aαn+1 + Bαn = αn(α2 + Aα + B) = 0と線型性)

後は、a0 = C + D, a1 = Cα + Dβで定数 C,D を定める

重解、つまり t2 + At + B = (t− α)2 の場合、解と係数の関係より、α + α = −A

an = (Cn + D)αn が解

(∵ (n + 2)αn+2 + A(n + 1)αn+1 + Bnαn = αn(α2 + Aα + B) + (2α + A)αn+1 = 0 )

計算例４

an+2 − 5an+1 + 6an = 0 (a0 = 5, a1 = 12)

特性方程式は t2 − 5t + 6 = 0となり、2解は 2, 3

an = C2n + D3nとおき、a0 = C + D = 5, a1 = 2C + 3D = 12より、C = 3, D = 2

∴ an = 3 · 2n + 2 · 3n

■an+2 + Aan+1 + Ban = f(n)の場合 特殊解 bn+2 + Abn+1 + Bbn = f(n)を求め

an+2 − bn+2 + A(an+1 − bn+1) + B(an − bn) = 0となり、例えば重解を持たない場合は、

an = Cαn + Dβn つまり、an = bn + Cαn + Dβn となり、a0, a1 より C, D を求めればよい

計算例５

an+2 − 5an+1 + 6an = 2 (a0 = 5, a1 = 12)

特殊解は c− 5c + 6c = 2 ∴ c = 1

(an+2 − 1)− 5(an+1 − 1) + 6(an − 1) = 0

特性解は 2, 3 ∴ an = 1 + D2n + E3n, a0 = 5, a1 = 12より、

D = 1, E = 3 ∴ an = 1 + 2n + 3n+1

計算例６

an+2 − 2an+1 − 3an = 8n (a0 = 7, a1 = −1)

特殊解は bn = Cn + D より、C,D を求めると、bn = −2n

また、特性解は t2 − 2t− 3 = 0を解いて、t = −1, 3 ∴ an = −2n + E3n + F (−1)nとおけ

a0 = 7, a1 = −1より、E = 2, F = 5 ∴ an = −2n + 2 · 3n + 5(−1)n

■練習問題 6.87 次を解け

(1) an+2 − 4an+1 + 4an = 3n, a0 = 2, a1 = 11

(2) an+1 − 5an = 4, a0 = 3

(3) an+1 − 5an = 4n + 1, a0 = 3

(4) an+1 − 5an = 5n, a0 = 3 (特殊解は (Cn + D)5n)

(5) an+2 − an+1 − 6an = 0, a0 = 5, a1 = 10
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(6) an+2 − an+1 − 6an = 6n, a0 = − 1
6 , a1 = 5

6

(7) an+2 + 2an+1 − 3an = 5 · 2n, a0 = 2, a1 = 3

(8) an+2 = an+1 + an, a0 = 0, a1 = 1

(9) an+2 + an = 0, a0 = 1, a1 = 0

(10) an+3 − 4an+2 + an+1 + 6an = 8, a0 = 5, a1 = 9, a2 = 13

■練習問題 6.88 ギャンブラーの破産問題をこのやり方で解け。つまり、勝つ確率 1
1+α , α > 0 負ける確率

α
1+α のゲームに最初の所持金 x$で、毎回 1$ずつ賭け, 目標金額 N に到達するかまたは破産すれば　ゲーム

をやめるとする。最初の所持金が n, (0 5 n 5 N)のときに最終的に破産する確率を pn とするとき、pn の漸

化式を立てて解け。

また、ゲームをやめるまでの時間を T としたとき E(T )もここのやり方で計算せよ。

■練習問題 6.89(∗∗) 正しい硬貨を何回も投げる。　初めて　表裏と続けて出るまでの試行回数=X とすると

き、　 pn = P (X = n)を求めよ。また、　 X の確率母関数 gX(t) = E(tX)も求めよ。

(Hint　表が出た後の試行で初めて　表裏と出るまでの試行回数 = Y を合わせて考えよ. )

■練習問題 6.90 お菓子のおまけは A,B, C の 3種類あり、お菓子を買うごとに確率 1
3 で　どれかがもらえ

る。　初めておまけが　 3種類そろうまでにお菓子を買った個数を　 N とするとき、次を求めよ。

(1)k ∈ Nにたいして　 P (N > k) (2)E(N) (3)
∞∑

k=0

kP (N > k) (4) V (N)

■行列の n乗 　一般に　 A =

(
a b

c d

)
のとき、An の計算の仕方。

ケーリーハミルトンより、(A− αE)(A− βE) = 0 (ここで　 E は単位行列),

ここで α, β は Aの固有値。つまり、0 = |xE −A| = x2 − (a + d)x + ad− bcの解。

PαPβ = 0, APα = αPα, APβ = βPβ などがすぐに分かる。α 6= β の時、Pα =
A− βE

α− β
, Pβ =

A− αE

β − α
と

おくと、Pα + Pβ = E

すると、A = AE = A(Pα + Pβ) = αPα + βPβ

A2 = αAPα + βAPβ = α2Pα + β2Pβ

...

An = αnPα + βnPβ = αn A− βE

α− β
+ βn A− αE

β − α
（スペクトル分解）

一般に、f(A) = f(α)
A− βE

α− β
+ f(β)

A− αE

β − α
α = β の時は、(A− αE)2 = 0なので

An = (αE + (A− αE))n

= (αE)n + n(αE)n−1(A− αE) + nC2(αE)n−2(A− αE)2 + · · ·
= αnE + nαn−1(A− αE)

また、同様に　 f(A) = f(α)A−βE
α−β + f(β)A−αE

β−α

特に　 etA = etα A−βE
α−β + etβ A−αE

β−α

となり、定数係数の連立常微分方程式
( dx

dt
dy
dt

)
=

(
a b

c d

)
(
x
y

)
= A

(
x
y

)
は　

(
x(t)
y(t)

)
= etA

(
x(0)
y(0)

)
と解ける。また、
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　漸化式　 an+2 + ban+1 + can = 0 は 　
(
an+1
an+2

)
=

(
0 1

−c −b

)
(

an

an+1

)
= A

(
an

an+1

)

と変形できるので　
(

an

an+1

)
= An

(
a0
a1

)
と行列の n乗を用いて解ける。　 3次以上についても同様であり、同

次形で特殊解を求める必要があるときも行列の固有値を元にそれがわかることを注意しておく。3次以上につ

いては、藤田岳彦・石井昌宏著「穴埋め式線形代数らくらくワークブック参照」

固有値が異なる場合のみ触れておく。　固有値α, β, γがすべて異なるとき

An = αn (A− βE)(A− γE)
(α− β)(α− γ)

+ βn (A− γE)(A− αE)
(β − γ)(β − α)

+ γn (A− αE)(A− βE)
(γ − α)(γ − β)

f(A) = f(α)
(A− βE)(A− γE)

(α− β)(α− γ)
+ f(β)

(A− γE)(A− αE)
(β − γ)(β − α)

+ f(γ)
(A− αE)(A− βE)

(γ − α)(γ − β)

■解き方のコツ まず、基本的な数学の知識、特に確率や統計における典型的計算法や基本分布に関する知

識を蓄え

十分な計算練習を行うことが必要不可欠である。　その上で

• 問題をよく読み自分のよく知っていることや経験から解法を考える。

• P (A)か余事象の確率 P (Ac)のどちらを計算したら簡単かを考える。

• 分布関数か密度関数か　母関数のどれを選択するのかを考える。

• ガンマ関数や　ベータ関数が使えないかをいつも考える。

• 漸化式や方程式が立てられないかを考える。

• 帰納法や帰納的な考え方が使えないかどうか？

• 対称性に注意して簡単になるのかどうか？

• 計算を簡単にする工夫を行う。　例えば　
∑n

k=1(k + 1)k(k − 1) のような級数で解く。

指数分布や幾何分布はほとんどの場合テイル確率（しっぽ確率）から計算する。

• 独立性や排反が使えるのか使えないのかをいつも注意する。

■検算のコツ • 0≤P ( )≤1 (確率を求めたなら、いつでもその値は 0以上 1以下)

• P (a≤X≤b) = 1 −→ a≤E(X)≤b

• V (X)≥0 (分散はいついかなる時でも非負。定数を除いて正)

• n = 0, 1, 2を代入して具体的に確める

• 数値の場合、常識的な値になったかどうかを考える

• 確率密度関数を求めた場合

積分して 1になるかや非負の値かどうか？

• 分布関数を求めたら、単調増加か？　 F (∞) = 1?, F (−∞) = 0?

• 確率 pを p = 0や p = 1にしたらどうなるのか？ (極端な場合を考えよ)

• 対称性・非対称性についての検討。
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(1) A ∼ Be(p), B ∼ B(N, p), C ∼ Ge(p), C′ ∼ Fs(p), D ∼ NB(N, p), H ∼ HG(N, m, n), I ∼
DU{0, 1, 2, . . . , N}, I ′ ∼ DU{1, 2, . . . , N}, K ∼ Po(λ) U ∼ U(0, 1) M ∼ Exp(λ)(平均 1/λ の指数分

布） O ∼ Γ(p, a) 　 S ∼ β(a, b) T ∼ χ2
n X ∼ N(0, 1) Y ∼ N(µ, σ2) ξ(p) = 2A− 1 ξ = ξ(1/2)

(L, L′) ∼ mul(N ; p1, p2), (R, R′) ∼ β(a, b, c)で以上は独立とする。また、A1, A2, . . . と書けば　Ai ∼ Be(p)

で　それらは独立とする。さらに、Zt は対称ランダムウォーク、(つまり,　 Zt = ξ1 + · · ·+ ξt, Z0 = 0), Z
(p)
t

は　非対称ランダムウォーク、( Z
(p)
t = ξ

(p)
1 + · · ·+ ξ

(p)
t , Z

(p)
0 = 0), 　Wt は (標準)ブラウン運動、 Nt は　

パラメータ (強度)λのポアソン過程とする。 また、U1, U2, . . . , Un を並べ替えて　 U(1) 5 U(2) 5 · · · 5 U(n) と

する。また、0 5 s 5 t とする。このとき、例のように以下を求めよ。　また、ガンマ関数 Γ(s), 標準正規分布の

分布関数 Φ(x)=P (X 5 x) は　答えに用いてよい。

例　 1−A　 ∼ Be(1− p). 例 E(A3) = 13p + 03(1− p) = p.

(1) P (A1A2 = 1) (2) P (A2 = 1) (3) P (BC = 3)
(4) P (AB = 0) (5) A + B ∼ 　 (6) B1 + B2 ∼
(7) V (B + B) (8) V (C1 − 2C2 + 3) (9) V (C − 2C + 3)
(10) 　 P (C = k) (11) P (C′ > 2k + 1) (12) V (B1 + B2)
(13) P (C = 偶数) ∗∗(14) P (K = 偶数) (15) P (C1 = 2C2 + 1)
∗(16) P (C1 = 2C2 − 1) (17) C1 + · ·+CN ∼ (18) E(K2)
(19) E(K(K − 1)) (20) E( 1

K+1
) (21) E( 1

(K+1)(K+2)
)

(22) E(tB) (23) E(tC) (24) E(tC′)
(25) E(tD) (26) E(t2K) (27) E( 1

B+1
)

∗(28) E( 1
K+2

) ∗(29) E( 1
C+1

) ∗(30) E( 1
C+2

)

(31) min(C1, C2) ∼ (32) E(min(C1, C2)) (33) V (min(C1, C2))
∗(34) E(max(C1, C2))

∗∗(35) V (max(C1, C2))
∗(36) E(|C1 − C2|)

∗(37) P (C1 − C2 = k) ∗(38) V (|C1 − C2|) ∗(39) E(max(k, C))
∗(40) E(min(k, C) ∗(41) E(|C − k|) ∗(42) E(|K − λ|)
(43) P (I ′1 + I ′2 5 k) (44) E(tI) (45) E( 1

(I+1)((I+2)
)

(46) n−H ∼ (47) m−H ∼ 　 (48) P (C = B)
(49) P (C = B) (50) P (K 5 C) (51) E(etX)

(52) E(etX2
) (53) E(etY ) (54) E(etY 2

)
(55) aX ∼ (56) aX − bY ∼ (57) X2

1 + X2
2 ∼

(58) E(
X2

1
X2

1+X2
2+X2

3
) (59) V (

X2
1

X2
1+X2

2+X2
3
) (60) E((

X2
1

X2
1+X2

2+X2
3
)n)

(61)
Pn

i=1(Xi − X̄)2 ∼ (62) E(|X|) (63) E(|X|m)
(64) X ∼ f(U)となる f (65) Y ∼ f(U)となる f (66) M ∼ f(U)となる f

(67) E(etX1X2 |X1)
∗(68) E(et(X1X2)) ∗(69) E(et(X1X2+X3X4))

∗∗(70) X1X2 + X3X4 ∼ (71) fmax(X1,X2)(x) (72) E(max(X1, X2))
(73) E((Y − µ)m) (74) feX (x) (75) feY (x)
(76) fUm(x) (77) feU (x) (78) flog U (x)
(79) E(etU ) (80) V (etU ) (81)∗ P (B = k|B + C = N)

(82) E(et(M1−M2)) (83) aM (a > 0) ∼ (84) aO (a > 0) ∼
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(85) flog M (x) (86) feM (x) (87) flog O(x)
(88) feO (x) (89) P (M1 > 3M2)

∗(90) P (M1 + M2 = 3M3)
(91) min(M1, M2) ∼ (92) E(min(M1, M2)) (93) V (min(M1, M2))
∗(94) E(max(M1, M2))

∗∗(95) V (max(M1, M2))
∗(96) E(|M1 −M2|)

∗(97) V (|M1 −M2|) ∗(98) E(max(a, M)) ∗(99) E(min(a, M))
∗(100) E(|M − a|) ∗∗(101) V (min(a, M)) ∗(102) E(M |M < a)
∗(103) E(M2|M > a) (104) E(X|X > a) ∗(105) E(X2|X > a)
(106) E(Y |Y > a) ∗(107) E(Y 2|Y > a) ∗(108) P (NB(2, p) = k)
∗(109) P (Γ(2, a) 5 x) ∗∗(110) P (2C1 − C2 = 2k) ∗∗(111) P (2C2 − C1 = 2k + 1)
(112) fM1+M2+M3(x) (113) fM1/M2(x) (114) fmax(M1,M2)(x)
(115) E(Um(1− U)n) (116) E(Um

1 (1− U2)
n) (117) E(MeM )

(118) fmax(M1,3M2)(x) (119) P (U1 5 U3
2 ) (120) P (U1 5 U3

2 |U1 5 U2
2 )

(121) fU1+U2(x) ∗(122) fU1+4U2(x) (123) fU1−U2(x)
(124) fU1/U2(x) (125) fU1U2(x) (126) fmin(U1,U2)(x)
(127) fmax(U1,U2)(x) ∗(128) f min (U1,U2)

max (U1,U2)
(x) (129) f√

X2
1+X2

2
(x)

(130) E(S2(1− S)2) (131) E((2β(a, a)− 1)2m+1) ∗(132) E(max(|X1|, |X2|))
∗(133) E(min(|X1|, |X2|)) ∗(134) E( min(|X1|,|X2|)

max(|X1|,|X2|) )
∗∗(135) E( (min(|X1|,|X2|))2

max(|X1|,|X2|) )
∗(136) [M ] ∼ ∗∗(137) F X2

1+X2
2

X2
3

(x) ∗∗(138) f X2
1+X2

2
X2

3

(x)

(139) P (M 5 |X|) (140) P (M = U1 + U2) (141) P (M 5 2O)
∗(142) P (3C1 = 2C2)

∗(143) P (3(C1 − 2) = 4C2)
∗∗(144) P (3C1 − 5C2 = 1)

∗(145) E(H) ∗(146) V (H) (147) E(|U1 − U2|)
(148) E(|U2

1 − U2
2 | ∗(149) E(|U1 − 2U2|) (150) E(U1|U1 − U2|)

∗(151) E(|Um
1 − Um

2 |) (152) E(U |U > x) (153) V (U |U > x)
(154) aX1 − bX2 + c ∼ ∗(155) E(max(X2

1 , X2
2 )) ∗(156) E(min(X2

1 , X2
2 ))

∗(157) E(
min(X2

1 ,X2
2 )

max(X2
1 ,X2

2 )
) ∗(158) E(

max(X2
1 ,X2

2 )

min(X2
1 ,X2

2 )
) ∗∗(159) E( |M1−M2|

M1+M2
)

∗∗(160) E(min(M1,M2)
M1+M2

) ∗∗(161) E(max(M1,M2)
M1+M2

) (162) P (C =M)

(163) E( M1
M1+M2+M3

) (164) V ( M1
M1+M2+M3

) (165) E(( M1
M1+M2+M3

)n)

(166) E(max(B − 1, 0)) ∗(167) E(max(D − 1, 0)) ∗(168) E(max(D − 2, 0))

(169) max(U1, . . . , Un)の分布関数　 (170) min(U1, . . . , Un)の密度関数
(171) E(max(U1, . . . , Un)) (172) E(min(U1, . . . , Un))
(173) V (max(U1, . . . , Un)) (174) V (min(U1, . . . , Un))
(175) lim

n→∞
n(1−max(U1, . . . , Un)) ∼ (176) lim

n→∞
nλ min(U1, . . . , Un)) ∼

(177) fU(i)(x) (178) E(U(i))

(179) V (U(i))
∗(180) f(U(i),U(j))

(x, y) (i < j)
∗(181) Cov(U(i), U(j))

∗(182) fU(n)−U(1)(x)

(183) E(U(n) − U(1))
∗(184) V (U(n) − U(1))

∗∗(185) E((U(n) − U(1))
m) ∗(186) fmax (min(U1,U2),min(U2,U3),min(U3,U1))(x)

(187) E(U(n)U(1))
∗(188) fmin (max(U1,U2),max(U2,U3),max(U3,U1))(x)

(189) P (X = x) = P (Y 5 x)となる x ∗∗(190) lim
b→∞

bβ(a, b) ∼
∗∗(191) Cov(max(C1, C2), min(C1, C2)) (192)∗ P (D1 = k|D1 + D2 = N)
∗(193) E(U l

1U
m
2 (1− U1 − U2)

n|U1 + U2 < 1) (194) f(2X1+X2,X1+X2)(x, y)
(195) f(2X1+X2+3,X1+X2−1)(x, y) (196) B1 + B2 + B3の標準化
(197) D1 + D2の標準化　 (198) K の標準化
(199) fcos πU (x) (200) fsin π

2 U (x)
∗(201) fsin πU (x) (202) ftan π

2 U (x)
∗(203) ftan 2πU (x) (204) min

a,b
E((2X1 + X2 − (a + b(X1 + 2X2)))

2)



127

∗∗(205) f√
X2

1+X2
2+X2

3
(x) (206) min

a,b
E((3M1 + 2M2 − (a + b(M1 −M2)))

2)

(207) E(Z2
t ) (208) E(eαZt)

(209) E(Z3
t ) ∗(210) E(Z4

t )
(211) Cov(Zt, Zs) (s 5 t) (212) V (Zt + Zs)
(213) E(Z5|Z3, Z2, Z1) (214) E(Z5|ξ3, ξ2, ξ1)
(215) E(Z5|ξ4, ξ2) (216) E((Zt)

2|ξs, . . . , ξ1) (s 5 t)

(217) E((Z
(p)
t )2) (218) E(eαZ

(p)
t )

∗(219) E((Z
(p)
t )3) ∗(220) E((Z

(p)
t )4)

(221) Cov(Z
(p)
t , Z

(p)
s ) (s 5 t) (222) V (Z

(p)
t + Z

(p)
s )

(223) E(Z
(p)
5 |Z(p)

3 , Z
(p)
2 , Z

(p)
1 ) (224) E(Z

(p)
5 |ξ(p)

3 , ξ
(p)
2 , ξ

(p)
1 )

(225) E(Z5|ξ(p)
4 , ξ

(p)
2 ) (226) E((Zt)

2|ξ(p)
s , . . . , ξ

(p)
1 ) (s 5 t)

(227) E(Nt) (228) V (Nt)
(229) E(Nt

2) (230) E(Nt(Nt − 1)(Nt − 2))
(231) E(eαNt) (232) E(NsNt) (0 5 s 5 t)

(233) E(eαNs+βNt) (234) Cov(Ns, Nt)
(235) P (Nt = k|Ns = l) (236) E(Nt|Ns)
∗(237) P (Ns = k|Nt = l) ∗(238) E(Ns|Nt)
(239) V (Nt|Ns)

∗(240) V (Ns|Nt)
(241) E(Wt) (242) E(Wt

2)
(243) V (Wt) (244) E(Wt

3)
(245) E(Wt

4) (246) E(eαWt)

(247) E(eαWt
2
) (248) E(WtWs) (0 5 s 5 t)

(249) E(eαWs+βWt) (250) Cov(Ws, Wt)

(251) αWs + βWt ∼ (252) fWt|Ws(y|x) =
f(Ws,Wt)(x, y)

fWs(x)
(253) E(Wt|Ws)

∗(254) fWs|Wt(x|y)
∗(255) E(Ws|Wt) (256) V (Wt|Ws)
∗(257) V (Ws|Wt)

∗(258) P (Ws > 0, Wt > 0)
∗(259) E(Wt|Ws > 0) ∗(260) E(Ws|Wt > 0)
∗∗(261) E(Ws|2Ws + Wt = x) ∗∗(262) V (Ws|2Ws + Wt = x)
∗∗(263) E(Ws + 3Wt|2Ws + Wt = x) ∗∗(264) V (Ws + 3Wt|2Ws + Wt = x)
(265) feWt (x) (266) fW3

t
(x)

(267) fW2
t
(x) (268) f(Ws, Wt−Ws)(x, y)

(269) f(Ws,Wt)(x, y) ∗(270) f(Ws, 2Ws+Wt)(x, y)
∗(271) f(Ws+3Wt, 2Ws+Wt)(x, y) ∗(272) E(eα(Ws+3Wt)+β(2Ws+Wt))
(273) Cov(Ws + 3Wt, 2Ws + Wt)

∗(274) Cov((Ws + 3Wt)
2, (2Ws + Wt)

2)
(275) f

(
M1

M1+M2
, M1+M2)

(x, y) (276) f
(

O1
O1+O2

,, O1+O2)
(x, y)

(277) f
(
|X2|
|X1| , |X1|)

(x, y) (278) f
(
√

X2
1+X2

2 , tan−1 |X2|
|X1| )

(x, y)

∗(279) P (U2
1 + U2

2 + U2
3 + U2

4 < 1) ∗(280) P (U1 + U2
2 + U2

3 + U2
4 < 1)

∗(281) P (U1 + U2 + U2
3 + U2

4 < 1) ∗(282) P (U1 + U2 + U3 + U2
4 < 1)

∗(283) P (U1 + U2 + U3 + U4 < 1) ∗(284) P (U2
1 + U2

2 + U2
3 + U2

4 + U2
5 < 1)

(285) L ∼ (286) L + L′ ∼
(287) E(LL′) (288) Cov(L, L′)
∗(289) 条件 L′ = k のもとで L ∼ ∗(290) E(L|L′ = k)
∗(291) V (L|L′ = k) ∗(292) R ∼
∗(293) R + R′ ∼ ∗(294) Cov(R, R′)
∗∗(295) R′ = u(∈ (0, 1))のもとで R ∼ ∗∗(296) E(R|R′ = u)
∗∗(297) V (R|R′ = u) ∗∗(298) R + R′ = u(∈ (0, 1))のもとで R ∼
(299) f(max(M1,M2),min(M1,M2))(x, y) (300) Cov(max(M1, M2), min(M1, M2))
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ヒントとコメント

* や　** がついているものは　計算に工夫を要したり少し複雑なものや、やや発展的な知識が必要な問題である。

1 回目はそれらを飛ばし、慣れてきたらチャレンジして見よう。

k は　非負整数（ただし, (43) では自然数, (37), (110), (111) では整数, (81) では 0 5 k 5 N).(3) では N = 3

とする。(14) は ex と e−x のテーラー展開を思い出す。(15), (16) は C2 = k で場合わけする（排反事象に分

ける）が、(15) と (16) の違いに注意。(27)-(30) は確率母関数 E( 1
X+n

) =
R 1

0
E(tX+n−1)dt を用いても良い

し、普通にやってもできる。(31)-(33), (91)-(93) は基本。(34)-(41), (94)-(101) は max, min,絶対値 の関係　

max(x, y) + min(x, y) = x + y, max(x, y)−min(x, y) = |x− y| をうまく使うと少し簡単になる。(42) の λ は

自然数とする。(49), (50) は P (C = k) を用いるのが定石。(58)-(60), (163)-(165) は ベータ分布 (ガンマ分布

との関連）を用いる。(58), (163) は分布を指定しなくとも一般論でも求められる。(63) はガンマ関数を用いる。

(64)-(66) はシミュレーション (逆関数法) の基本である。(70) は (69) と (82) を比較すればわかる。fX(x) は X

の確率密度関数で、(74)-(78), (83)-(88) は確率変数の変換を用いる。((89) は M1 のほうから積分するか、同じ

ことであるが M2 = で条件つけて計算する。(90) は補集合のほうが簡単。(102)-(103) は普通に計算してもでき

るが指数分布の無記憶性を使うことも可能。(104)-(107) は定義どおり計算する。(108)-(109) はパラメータが 2

なので具体的な計算が難しくない。(110)-(111) は　 k が負の場合も注意する。(121)-(128), (147)-(151) は 2 つ

の独立な一様分布は 2 次元正方形の内部の一様分布を用いてまず分布関数を求めるのが簡明。(129) はまず分布

関数を極座標で計算。(131) は対称性。(132)-(135), (155)-(158) は極座標が定石であろう。(136) は　ガウス記

号（[x]=x を超えない最大整数)より P ([M ] = k) が計算できる。　 (137)は Fは分布関数でまず (X1, X2)の部

分は極座標で計算。(139)-(141) は P (M > x) = e−x を用いる。(142)-(145) は倍数の関係などの初等整数論の

関係に注意。(159)-(161) は　 2 重積分で書いた後、変数変換 ( この場合は１次変換) を用いる。　 (166)-(168)

は E(B), E(D) と比較する。(175)-(176) は分布関数の極限を計算する。(177)-(188) は順序統計量の問題でベー

タ分布、多次元ベータ分布との関係に注意。(182)-(185) は範囲と呼ばれる確率変数の問題である。(186),(188)

はある順序統計量と一致する。(190) はまず bβ(a, b) の密度関数を計算する。(191) は同時分布を求めるかまた

は max, min の関係を用いる。　 (192) は定義と負の 2 項分布の再生性。(193), (279)-(284) は多次元ベータ関

数。　 (194)-(195) は 2 次元正規分布, 　また変数変換を用いてもよい。(199)-(202) は分布関数をまず求めるが、

(200),(202) 1 対 1 でないことに注意。(204), (206) は最小 2 乗法。　 (205) は 3 次元極座標。　 (207),(217) は

分散との関係。　 (208), (218) はモーメント母関数の積。(209) は対称性。　 (210), (219), (220) は 3 乗, 4 乗

の展開。(211), (221) は独立増分性。　 (212), (222) は基本公式。(213) と (214), (223) と (224) は実質的に同

じ問題。(214)-(216), (224)-226) は条件付期待値の基本的性質 (独立性との関連など）を用いる。　 (227)-(231)

はポアソン分布。(232)-(236),(239) はポアソン分布と独立増分性。(237),(238), (240) は定義とポアソン分布の

性質。(241)-(247) は正規分布。(248)-(251),(252), (253), (256),(268), (271)-(274) は正規分布と独立増分性。

(254),(255), (257), は定義と 2 次元正規分布。(258)-(260) は解説の復習。(261)-(264), (269)-(273) は 2 次元正

規分布。(265)-(267) は変数変換。(275)-(278) は 2 次元確率変数の変数変換。とくに (278) はモデリングテキス

トのボックス・マーラー変換による標準正規分布の生成。(277), (278) は　まず (|X1|, |X2|) の同時分布を求めて
から変換すると良い。(285)-(288) は解説の復習。(289)-(290) は定義と 2 項分布との関係。(292)-(293) は周辺分

布とベータ分布との関連。(294) は普通に計算しても難しくはない。(295)-(298) は条件付分布とベータ分布との

関連、ただし、少しベータ分布を変形させることが必要。(299)は 2次元分布関数を求めるのが良いだろう。(300)

は (299) を用いてもできるし、max と min の関係を用いても良い。　　　　
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第 8章

練習問題・演習問題解答

8.1 第 1章練習問題解答

■練習問題 1.1 (1)x̄ = 1, ȳ = 1
n

∑n
i=1 yi = n+1

2 , s2
x = x2−(x̄)2 = 0, s2

y = y2−(ȳ)2 = 1
n

∑n
i=1 i2−(n+1

2 )2 =
1
12 (n + 1)(n− 1)sxy = xy − x̄ȳ = ȳ − ȳ = 0, rxy = 定義できない

(2)x̄ = 1, s2
x = 0, ȳ = 1

n

∑n
i=1 i2 = (n+1)(2n+1)

6 , sxy = 0, rxy = 定義できない, s2
y は (3)参照

(3)x̄ = n+1
2 , s2

x = x2 − (x̄)2 = 1
12 (n + 1)(n− 1), ȳ = (n+1)(2n+1)

6 , y2 = 1
n

∑n
i=1 i4,

*1 ∴ s2
y = y2 − (ȳ)2 = (n+1)(2n+1)

30 (3n2 + 3n− 1)− ( (n+1)(2n+1)
6 )2 = (n+1)(2n+1)

180 (8n + 11)(n− 1)

sxy = xy − x̄ȳ = 1
n

∑n
i=1 i3 − n+1

2
(n+1)(2n+1)

6 = n(n+1)2

4 − (n+1)2(2n+1)
12 = (n+1)2

12 (n− 1)

∴ rxy = sxy

sxsy
=

(n+1)2

12 (n−1)√
1
12 (n+1)(n−1)

q
(n+1)(2n+1)

180 (8n+1)(n−1)
= (n+1)

√
15√

(2n+1)(8n+11)

(4)x̄ = 1
n

∑n
i=1 2i = 1

n
2−2n+1

n , ȳ = 3(3n−1)
2n , xy = 6(6n−1)

5n , x2 = 4(4n−1)
3n , y2 = 9(9n−1)

8n ∴ s2
x = x2 − (x̄)2 =

4(4n−1)
3n − ( 2(2n−1)

n )2, s2
y = y2 − (ȳ)2 = 9(9n−1)

8n − (3(3n−1)
2n )2, sxy = xy − x̄ȳ,また、rxy = sxy

sx
sy

■練習問題 1.2 (1)x̄ = 3, ȳ = 1.6764664, (sx)2 = 2, (sy)2 = 0.1894605, sxy = 0.6115844, rxy =

0.9935326

(2)x̄ = 15.166666, ȳ = 1.8053035, (sx)2 = 149.13891, (sy)2 = 0.2408793, sxy = 5.674335, rxy =

0.9467162

■練習問題 1.3 β̂ = sxy

s2
x

=
1
12 (n+1)2(n−1)
1
12 (n+1)(n−1)

= n + 1

α̂ = ȳ − β̂x̄ = 1
6 (n + 1)(2n + 1)− (n + 1)n+1

2 = − 1
6 (n + 1)(n + 2)∑n

i=1 ei =
∑n

i=1 xiei = 0 (一般的に成立、計算しても良い)

全変動
∑n

i=1(yi − ȳ)2 = n(sy)2 = n(n+1)(2n+1)(8n+1)(n−1)
180

R2(決定係数) = (rxy)2 = 15(n+1)
(2n+1)(8n+1)

残差変動 =
∑n

i=1 e2
i = 全変動−回帰変動 = (1−R2)全変動 = (1− 15(n+1)

(2n+1)(8n+1) )× n(n+1)(2n+1)(8n+1)(n−1)
180 =

(n+2)(n+1)n(n−1)(n−2)
180 (もちろん

∑n
i=1 e2

i を計算しても良いが、少し面倒)

*1 数列の
P
の復習

Pn
i=1 1 = n,

Pn
i=1 i =

n(n+1)
,

Pn
i=1 i2 =

n(n+1)(n+2)
6

,
Pn

i=1 i3 = (
n(n+1)

2
)2は常識の範囲

後は、
Pn

i=1(i + 2)(i + 1)i =
Pn

i=1
(i+3)(i+2)(i+1)i−(i+2)(i+1)i(i−1)

4
=

(n+3)(n+2)(n+1)n
4

同様に、
Pn

i=1 i(i + 1) =
(n+2)(n+1)n

3
等も理解しておくと良いPn

i=1 i4の計算は以下の通り、
Pn

i=1(i + 2)(i + 1)i(i − 1) =
(n+3)(n+2)(n+1)n(n−1)

5
,
Pn

i=1(i + 1)i(i − 1)(i − 2) =
(n+2)(n+1)n(n−1)

5
,
Pn

i=1(i + 2 + i− 2)(i + 1)i(i− 1) =
(n+2)(n+1)n(n−1)

5
(n + 3 + n− 2),

)Pn
i=1 i4 =

(n+2)(n+1)n(n−1)
10

(2n + 1) +
n(n+1)(2n+1)

6
=

n(n+1)(2n+1)
30

(3(n + 2)(n− 1) + 5) =
n(n+1)(2n+1)

30
(3n2 +

3n− 1)
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■練習問題 1.4 s2
x = x2 − (x̄)2 = 10

5 − ( 3
5 )2 = 41

25 , s2
y = y2 − (ȳ)2 = 20

5 − ( 5
5 )2 = 4− 1 = 3

sxy = xy − x̄ȳ = 13
5 − 3

5 · 5
5 = 2, ∴ rxy = sxy

sxsy
= 2√

41
25

√
3

= 10√
123

∴ R2 = r2
xy = 100

123

β̂ = sxy

s2
x

= 2
41
25

= 50
41 , α̂ = ȳ − β̂x̄ = 1− 50

41 · 3
5 = 11

41 ,
∑

ei =
∑

xiei = 0

■練習問題 1.5




1 x1 x2

x1 x2
1 x1x2

x2 x1x2 x2
2







α̂

β̂1

β̂2


 =




ȳ

x1y

x2y


 (正規方程式) より、




1 3
5

2
5

3
5

10
5

4
5

2
5

4
5

15
5







α̂

β̂1

β̂2


 =




5
5
13
5
8
5


 (注意、これを解いて α̂, β̂1, β̂2 を求めればよい)

■練習問題 1.6 β̂ ∼ N(β, σ2

n(sx)2 ) = N(β, 3
5 41

25
), また、̂βの実現値 = 50

41

α̂ ∼ N(α, σ2( 1
n + (x̄)2

n(sx)2 )) = N(α, 3( 1
5 + ( 3

5 )2

5 41
25

)), また、̂αの実現値 = 11
41

σ̂2 ∼ σ2

n−2χ2
n−2 = 3

3χ2
3 (χ2

3は自由度 3のχ2分布)

■練習問題 1.7 α̂−αr
cσ2( 1

n + x̄2

n(sx)2
)

= t5−2 = t3 = 自由度 3の t分布

ここで、̂αの実現値 = 11
41 , σ̂2の実現値 = 1

n−2残差変動 = 1
3 · 23

123 · 15, n = 5, x̄ = 3
5 , n(sx)2 = 5 · 41

25
β̂−βr
d
σ2

n(sx)2

= t5−2 = t3, β̂ = 50
41

■練習問題 1.8 (1)Cov(εi, α̂− α) = Cov(εi,
∑n

i=1(
1
n − (cix̄)εi) = ( 1

n − cix̄)Cov(εi, εi) = σ2( 1
n − cix̄)

(2)Cov(εi, β̂ − β) = Cov(εi,
∑n

i=1 cjεj) = ciCov(εi, εi) = σ2ci

(3)Cov(α̂− α, β̂ − β) = Cov(α̂, β̂) = − σ2x̄
n(sx)2

(4)V (ei) = V (εi = (α̂− α)− (β̂ − β)xi)

= V (εi) + V (α̂− α) + x2
i V (β̂ − β)− 2Cov(εi, α̂− α)− 2xiCov(εi, β̂ − β) + 2Cov(α̂− α, β̂ − β)

∴ V (ei) = σ2 + σ2
(

1
n + (x̄)2

n(sx)2

)
+ x2

i
σ2

n(sx)2 − 2σ2( 1
n − cix̄)− 2xiσ

2ci + 2xi
σ2x̄

x(sx)2

= σ2(1− 1
n + (xi−x̄)2

n(sx)2 + 2cix̄− 2cixi)

(5)
∑n

i=1 V (ei) = σ2(n− 1 +
∑n

i=1
(xi−x̄)2

n(sx)2 + 2x̄
∑n

i=1 ci − 2
∑n

i=1 cixi)

= σ2(n− 1 + 1 + 0− 2) = σ2(n− 2)

∴ E(σ̂2) =
1

n− 2
E(

n∑

i=1

e2
i ) =

1
n− 2

(n− 2)σ2 = σ2

■練習問題 1.9 (1)x̄ = 63.4, ȳ = 64.7, sx =
√

(sx)2 =
√

460.64 = 21.462525, (sy)2 =
√

(sy)2 =√
410.81 = 20.268448, sxy = 325.12, rxy = 0.747382

(2)β̂ = 0.7058006, α̂ = 19.952242より、y = 19.952242 + 0.7058006xと線形回帰できる

(3) 全変動 = 4108.1, 残差変動 = 1813.3983, 回帰変動 = 2294.7016, R2 = 0.5585798 (4)σ̂2 = 1
n−2 (1 −

r2
xy)(ns2

y) = 226.67478より

αの信頼区間 − 7.665132 ≤ α ≤ 47.569616

βの信頼区間 0.2931967 ≤ β ≤ 1.1184045

(5)t = β̂−β0√d
σ2

ns2x

= 3.1817169 ≥ 2.896 = t8(0.01)より、帰無仮説は棄却される

(6)d = 1 (前半の 5人), 0 (後半の 5人)とダミー変数を導入すると、


1 0.5 63.4

0.5 0.5 31.4

63.4 31.4 4480.2







α̂

β̂1

β̂2


 =




64.2

31.9

4427.1


 となる。
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(7)予測点数は、19.952242 + 0.7058006 · 50 = 55.242272

また、信頼度 90％での信頼区間は、(25.355936, 85.128608)となる。

■練習問題 1.10 P (χn−2 > χ2
n−2(ε/2)) = ε/2, P (χn−2 > χ2

n−2(1− ε/2)) = 1− ε/2 を用いて、P (χ2
n−2(1−

ε/2) <
(n− 2)σ̂2

σ2
< χ2

n−2(ε/2)) = 1− εより、求める信頼度 1− εの σ2 の信頼区間は

(n− 2)σ̂2

χ2
n−2(ε/2)

< σ2 <
(n− 2)σ̂2

χ2
n−2(1− ε/2)

■練習問題 1.11 y の xに対する回帰式は
y − ȳ

sy
= rxy

x− x̄

sx
、x の y に対する回帰式は

x− x̄

sx
= rxy

y − ȳ

sy

より、

r2
xy = 1.5/3 = 1/2 　 ∴ rxy = 1/

√
2.

sy

sx
= 3

2

√
2

回帰直線は　 (x̄, ȳ) を通ることより、(x̄, ȳ) = (14/3, 11)

■練習問題 1.12 x̄ = 5, s2
x = 30 − 52 = 5, ȳ = 14, s2

y = 246 − 142 = 50, sxy = 83 − 5 ∗ 14 = 13,

rxy = sxy

sxsy
= 13

5
√

10
y−14√

50
= 13

5
√

10
x−5√

5
より y = 13

5 x + 1, R2 = (rxy)2 = 169/250, β̂ − β ∼ N(0, σ2

n∗s2
x
) = N(0, 5/8),

∴ 13
5 − 1.96

√
5/8 5 β 5 13

5 − 1.96
√

5/8

■練習問題 1.13 回帰直線が　 (x̄, ȳ) を通ることより、　 (a, b) = (−1, 1/2)
rxysy

sx

rxysx

sy
= 3 ∗ 1/4 より、　 rxy =

√
3/2

■練習問題 1.14 x̄′ = 2x̄ + 1, rx′y = rxy, sx′ = 2sx より、求める回帰直線は　 y = 3x′ − 2

(x̄, ȳ) = (17/2, 52), rxy =
√

3/2, s2
y = 62s2

x

r2
xy

= 48 R2 = 0.75, 回帰変動 = β̂2ns2
x = 36 ∗ 10 = 360,残差変

動 = 全変動−回帰変動 = 48 ∗ 10− 360 = 120

■ 練習問題 1.15 x̄ = 0, s2
x = 2, ȳ = 0, s2

y = 2, sxy = −1.8, rxy = sxy

sxsy
= −0.9

y−0√
2

= (−0.9)x−0√
2
より y = (−0.9)x, R2 = (rxy)2 = 0.81, 残差変動 = 全変動 (1−R2) = 5 ∗ 2 ∗ (1− 0.81) =

1.9, β̂−βr
σ̂2

n∗s2x

) ∼ t3 で σ̂2 = 残差変動
n−2 = 1.9

3 , ∴ −0.9− 3.18
√

1.9
30 5 β 5 −0.9 + 3.18

√
1.9
30

(参考　 H0 : β = 0, H1 : β 6= 0の検定も練習しておくとよい。)

正規方程式は、



1 x̄ x̄2

x̄ x̄2 x̄3

x̄2 x̄3 x̄4







α̂

β̂1

β̂2


 =




1 0 2
0 2 0
2 0 34

5







α̂

β̂1

β̂2


 =




ȳ
x̄y
¯x2y


 =




0
−9
5−3
5




これを解いて (α̂, β̂1, β̂2) = ( 3
7 , −9

10 , −3
14 )
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8.2 第 2章練習問題解答

■練習問題 2.1 (1)E(Yt) =
∑∞

i=0

(
1
2

)i
E(εt−i) = 1

1− 1
2
µ = 2µ

h≥0として、 γh = Cov(Yt, Yt−h) =
∞∑

i=0

∞∑

j=0

(
1
2

)i (
1
2

)j

Cov(εt−i, εt−h−j)

=
∞∑

j=0

(
1
2

)j+h (
1
2

)j

σ2 = σ2

(
1
2

)h 1
1− 1

4

=
4
3

(
1
2

)h

σ2

とくに、γ0 = 4
3σ2 ∴ ρ̂h = γh

γ0
=

(
1
2

)h

(2)E(Yt) =
∑∞

i=0 aiE(εt−i) = λ
1−a

h≥0として、 γh =
∞∑

i=0

∞∑

j=0

aiajCov(εt−i, εt−h−j) =
∞∑

j=0

ah+jajλ =
ah

1− a2
λ

γ0 = λ
1−a2 ∴ ρh = γh

γ0
= ah

(3)E(Yt) = 1−p
p

1
1−a , γh = 1−p

p2
ah

1−a2 , γ0 = 1−p
p2

1
1−a2 , ρh = ah

(4)E(Yt) = np 1
1−a , γh = np(1− p) ah

1−a2 , γ0 = np(1− p) 1
1−a2 , ρh = ah

(5)E(Yt) = cos(tλ)E(A) + sin(tλ)E(B) = 0

γh = Cov(Yt, Yt−h) = E(A2) cos(tλ) cos((t− h)λ) + E(B2) sin(tλ) sin((t− h)λ) = σ2 cos(λh)

γ0 = σ2 ∴ ρh = cos(λh)

(6)Yt = cos(A−Bt) = cos A cos(Bt) + sin A sin(Bt)

∴ E(Yt) = E(cos A)E(cos Bt) + E(sin A)E(sinBt) = 0

( ∵ E(cosA) = 1
2π

∫ 2π

0
cos x dx = 0, 同様に E(sinA) = 0 )

γh = Cov(Yt, Yt−h) = E(YtYt−h)− E(Yt)E(Yt−h) = E(cos(A−Bt) cos(A−B(t− h)))

=
1
2
E(cos(2A− (2t− h)B) + cos(Bh)) =

1
2
0 +

1
2
× sin 2πh

2πh

=
sin 2πh

4πh

(
∵ cos(Bh) =

1
2π

∫ 2π

0

cos(xh) dx =
sin 2πh

2πh

)

γ0 = lim
h→0

γh = 1
2 ∴ ρh = sin 2πh

2πh

(7)E(Yt) =
∑∞

i=0
1

i+1E(εt−i − 1) = 0, γ0 = V (Yt) =
∑∞

i=0
1

(i+1)2 V (εt−i) = V
(
Γ

(
1
2 , 1

2

)) ∑∞
i=1

1
i2 =

2π2

6 = π2

3

γ1 = Cov(Yt, Yt−1) =
∑∞

i=0

∑∞
j=0

1
i+1

1
j+1Cov(εt−i, εt−1−j) =

∑∞
j=1

1
j+1

1
j×2 = 2

(∑∞
j=1

(
1
j − 1

j+1

))
= 2

γ2 = Cov(Yt, Yt−2) =
∑∞

j=1
1

j+2
1
j×2 = 2

(∑∞
j=1

(
1
j − 1

j+2

)
× 1

2

)
= 1

1 + 1
2 = 3

2

■練習問題 2.2 x̄ = n+1
2 , γ1 = 1

n

n∑

i=2

(i − x̄)(i − 1 − x̄) =
1
n

(
n∑

i=2

i(i − 1) − x̄

n∑

i=1

(2i − 1) + x̄2) =

1
n

(
(n + 1)n(n− 1)

3
− x̄

(2n− 1 + 3)(n− 1)
2

+ x̄2(n− 1)) =
(n− 1)(n− 3)(n + 1)

12n

■練習問題 2.3 ρh = γh

γ0
= φh

1 より、φ1 = −1
4 , ρh = (−1

4 )h



8.2 第 2章練習問題解答 133

■練習問題 2.4 E(Yt) = 3 + 5
6E(Xt−1)− 1

6E(Xt−2) + E(εt)

µ = 3 + 5
6µ− 1

6µ ∴ µ = 9

∴ Yt − 9 =
5
6
(Yt − 9)− 1

6
(Yt−2 − 9) + εt

Yt − 9を乗じて、期待値をとれば γ0 = 5
6γ1 − 1

6γ2 + σ2

Yt−1 − 9を乗じて、期待値をとれば γ1 = 5
6γ0 − 1

6γ1

Yt−2 − 9を乗じて、期待値をとれば γ2 = 5
6γ1 − 1

6γ0

σ2 = 10
3 と合わせてこれらを解いて、 γ0 = 7, γ1 = 5, γ2 = 3

また、n≥2では、γn = 5
6γn−1 − 1

6γn−2 特性方程式は、t2 − 5
6 + 1

6 = 0より特性解は 1
2 , 1

3

γn = C( 1
2 )n + D( 1

3 )n とおき、γ0 = 7, γ1 = 5より、 γn = 16( 1
2 )n − 9( 1

3 )n (n≥0)

ρ1 = γ1
γ0

= 5
7 , ρ2 = 3

7 , ρn = 16( 1
2 )n−9( 1

3 )n

7

■練習問題 2.5 (1)1 = 0.6x + 0.3x2 の解は −1±
√

39
3 で

∣∣∣−1±
√

39
3

∣∣∣ > 1より定常

(2)µ = 1 + 0.6µ + 0.3µより µ = 10

(3)ユールウォーカー方程式は、

γ0 = 0.6γ1 + 0.3γ2 + 1

γ1 = 0.6γ0 + 0.3γ1

γ2 = 0.6γ1 + 0.3γ0

これを解いて、(γ0, γ1, γ2) =
(

700
169 , 600

169 , 570
169

)

■練習問題 2.6 ユールウォーカー方程式より、

γ0 = φ1γ1 + σ2 ∴ 0.6 = φ10.3 + σ2

γ1 = φ1γ0 ∴ 0.3 = φ10.6 ∴ (φ1, σ
2) = (0.5, 0.45)

また、µ = φ0 + φ1µ より、2.0 = φ0 + 0.5×2.0 ∴ φ0 = 1.0

■練習問題 2.7 一般に −1 < φ2 < 1で、φ2 − 1 < φ1 < 1− φ2 より、−0.7 < a < 0.7

■練習問題 2.8 AR(2)が定常性を持つ⇐⇒ 1 + 0.5− a > 0∩ 1− 0.5− a > 0∩ a > −1 ∴ −1 < a < 0.5

■練習問題 2.9 反転可能性：|a| < 1

識別可能性：|a| 5 1

■練習問題 2.10 MA(2)が反転可能性をもつ⇐⇒ 1− 2a > 0∩ 1 > 0∩ a > −1

∴ 反転可能性 : −1 < a < 1
2

識別可能性 : −1 5 a 5 1
2

■練習問題 2.11 µ = 3 γ0 = σ2(1 + θ2
1 + θ2

2) = 1 + 1
4 + 1

16 = 21
16

γ1 = σ2(−θ1 + θ1θ2) = 1×(− 1
2 + 1

2× 1
4 ) = − 3

8 , γ2 = σ2(−θ2) = − 1
4 , γ3 = 0

■練習問題 2.12 µ = 2 は明らか。

γ0 = V (Yt) = (1 + 1/4 + 1/4)32 = 27/2

γ1 = Cov(2 + εt+1 − εt

2
− εt−1

2
, 2 + εt − εt−1

2
− εt−2

2
) = (−1/2 + 1/4)σ2 = −9/4

γ2 = Cov(2 + εt+2 − εt+1

2
− εt

2
, 2 + εt − εt−1

2
− εt−2

2
) = (−1/2)σ2 = −9/2
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γ3 = Cov(2 + εt+3 − εt+2

2
− εt+1

2
, 2 + εt − εt−1

2
− εt−2

2
) = 0

Yt ∼ N(2, 27/2).

(Yt, Yt+1) ∼ N(
(

2
2

)
,

(
27/2 −9/4
−9/4 27/2

)
)

■練習問題 2.13 まず、µ = 10より Xt − 10 = 0.6(Xt−1 − 10) + 0.3(Xt−2 − 10) + εt

Xt−1 = 1 + 0.6Xt−2 + 0.3Xt−3 + εt−1 À Xt−1 − 10 = 0.6(Xt−2 − 10) + 0.3(Xt−3 − 10) + εt−1

Xt−2 = 1 + 0.6Xt−3 + 0.3Xt−4 + εt−2 À Xt−2 − 10 = 0.6(Xt−3 − 10) + 0.3(Xt−4 − 10) + εt−2

Xt−3 = 1 + 0.6Xt−4 + 0.3Xt−5 + εt−2 À Xt−3 − 10 = 0.6(Xt−4 − 10) + 0.3(Xt−5 − 10) + εt−3

より、

Xt − 10 = 0.6(0.6(Xt−2 − 10) + 0.3(Xt−3 − 10) + εt−1) + 0.3(0.6(Xt−3 − 10) + 0.3(Xt−4 − 10) + εt−2) + εt

= εt + 0.6εt−1 + 0.3εt−2 + (0.6)2(Xt−2 − 10) + · · ·
= εt + 0.6εt−1 + 0.3εt−2 + (0.6)2(0.6(Xt−3 − 10) + 0.3(Xt−4 − 10) + εt−2) + · · ·
= εt + 0.6εt−1 + (0.3 + (0.6)2)εt−2 + · · ·

∴ ξ0 = 10, ξ1 = 0.6, ξ2 = 0.3 + (0.6)2 = 0.66

■練習問題 2.14 µ = 2 + µ
2 より、　 µ = 4

Cov(Yt, εt) = Cov(εt, εt) = V (εt) = 32より、　 V (Yt−εt) = V (2+ 1
2Yt−1− 1

3εt−1), γ0−32 = γ0
4 − 32

3 + 32

9

, ∴ γ0 = 28
3

h = 2 のとき、　 γh = Cov(Yt, Yt−h) = γh−1
2 , また、γ1 = Cov(Yt, Yt−1) = γ0

2 − 32

3 = 5
3 ,

∴ γh = 5
3 ( 1

2 )h (h = 1)

■練習問題 2.15 AR(1) は　マルコフ過程、AR(2) は 2重マルコフ過程。

■練習問題 2.16 (1)St = St−1 + µ + εt, S0 = 0より

St = µt +
∑t

i=1 εi

∴ E(St) = µt

Cov(St, St−h) = Cov(
∑t

i=1 εi,
∑t−h

j=1 εj) = Cov(
∑t−h

i=1 εi,
∑t−h

i=1 εj) = V (
∑t−h

i=1 εi) = σ2(t− h)

V (St) = σ2tより

St～N(µt, σ2t)

(St, St−h)～N

((
µt

µ(t− h)

)
, σ2

(
t t− h

t− h t− h

))

(2)It = St − St−1 とおくと

It − It−1 = µ + εt, I0 = 0

∴ It = µt +
∑t

j=1 εj

∴ St =
∑t

i=1 Ii (∵ S0 = 0) =
∑t

i=1(µi +
∑t

j=1 εj) = µ t(t+1)
2 +

∑t
j=1

∑t
i=j εj = µ t(t+1)

2 +
∑t

j=1(t −
j + 1)εj

∴ E(St) = µt(t+1)
2

∴ V (St) = σ2
∑t

j=1(t− j + 1)2 = σ2
∑t

i=1 i2 = t(t+1)(2t+1)
6 σ2

∴ St～N
(

µt(t+1)
2 , t(t+1)(2t+1)

6 σ2
)

Cov(St, St−h) = Cov(St − St−h + St−h, St−h) = V (St−h) = (t−h)(t−h+1)(2(t−h)+1)
6 σ2
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(St, St−h)～N

(
µ

2

(
t(t + 1)

(t− h)(t− h + 1)

)
,
σ2

6

(
t(t + 1)(2t + 1) (t− h)(t− h + 1)(2(t− h) + 1)

(t− h)(t− h + 1)(2(t− h) + 1) (t− h)(t− h + 1)(2(t− h) + 1)

))

(3)St

at = St−1
at−1 + µ

at + εt

at

St

at =
∑t

i=1
µ
ai +

∑t
i=1

εi

ai

∴ St = atµ
1
a−( 1

a )t+1

1− 1
a

+
∑t

i=1 at−iεi = µat−1
a−1 +

∑t
i=1 at−iat−iεi

∴ E(St) = µat−1
a−1 , V (St) = σ2

∑t
i=1 a2(t−i) = σ2 a2(t−1)−a−2

1−a−2 = σ2 a2t−1
a2−1

Cov(St, St−h) = Cov(St − St−h + St−h, St−h) = V (St−h) == σ2 a2(t−h)−1
a2−1

St ∼ N(µat−1
a−1 , σ2 a2t−1

a2−1 )

(St, St+1) ∼ N(
(µ at−1

a−1

µ at−1
a−1

)
, σ2

a2−1

(
a2t − 1 a2t−2 − 1

a2t−2 − 1 a2t − 1

)
)

(4)St = St−1 + µ(t− 1) + εt, S0 = 0より

St = µ t(t−1)
2 +

∑t
i=1 εi

∴ E(St) = µ t(t−1)
2

Cov(St, St−h) = Cov(
∑t

i=1 εi,
∑t−h

j=1 εj) = Cov(
∑t−h

i=1 εi,
∑t−h

i=1 εj) = V (
∑t−h

i=1 εi) = (t− h)V (2Be(1/2)−
1) = t− h

(5)It = St − St−1 とおくと

It − It−1 = µ + εt, I0 = 0

∴ It = µt +
∑t

j=1 εj

∴ St =
∑t

i=1 Ii (∵ S0 = 0) =
∑t

i=1(µi +
∑t

j=1 εj) = µ t(t+1)
2 +

∑t
j=1

∑t
i=j εj = µ t(t+1)

2 +
∑t

j=1(t −
j + 1)εj

∴ E(St) = µt(t+1)
2

∴ V (St) =
∑t

j=1(t− j + 1)2 = σ2
∑t

i=1 i2 = t(t+1)(2t+1)
6

Cov(St, St−h) = Cov(St − St−h + St−h, St−h) = V (St−h) = (t−h)(t−h+1)(2(t−h)+1)
6

(6) St

at = St−1
at−1 + µ

at + εt

at

St

at =
∑t

i=1
µ
ai +

∑t
i=1

εi

ai

∴ St = atµ
1
a−( 1

a )t+1

1− 1
a

+
∑t

i=1 at−iεi = µat−1
a−1 +

∑t
i=1 at−iat−iεi

∴ E(St) = µat−1
a−1 , V (St) =

∑t
i=1 a2(t−i) = σ2 a2(t−1)−a−2

1−a−2 = a2t−1
a2−1 , Cov(St, St−h) = V (St−h) =

a2(t−h)−1
a2−1

■練習問題 2.17 µ = 6 より、　 (1 − 5
6L + 1

6L2)(Yt − 6) = εt と変形され、　 Yt − 6 = ((1 − 1
2L)(1 −

1
3L))−1(εt) = ( 1

3 (1− 1
2L)−1 + −1

2 (1− 1
3L)−1)(εt) (部分分数分解) =

∞∑

i=0

(
1
3
(
1
2
L)i +

−1
2

(
1
3
L)i)(εt)

∴ Yt = 6 +
∞∑

i=0

(
1
3

1
2i

+
−1
2

1
3i

)εt−i

■練習問題 2.18 µ = 3より、　 Yt−3 = 1
3L(Yt−3)+−1

4 εt−1+εt と変形でき、Yt−3 = (1− 1
3L)−1(−1

4 εt−1+

εt) =
∞∑

i=0

(
1
3
L)i(

−1
4

εt−1 + εt) =
−1
4

∞∑

i=0

(
1
3
)iεt−1−i +

∞∑

i=0

(
1
3
)iεt−i = εt +

−1
4

∞∑

i=1

(
1
3
)i−1εt−1−i +

∞∑

i=1

(
1
3
)iεt−i

∴ Yt = 3 + εt +
∞∑

i=1

1
4

1
3i

εt−i



136 第 8章 練習問題・演習問題解答

■練習問題 2.19 ŶT+1 = E(YT+1|YT = 2.7) = E(2 + 1
3YT + εT |YT = 2.7) = 2 + 1

32.7 = 2.9

E((ŶT+1 − YT+1)2)|YT = 2.7) = E((εT+1)2) = 1/5

ŶT+2 = E(YT+2|YT = 2.7) = E(2+ 1
3YT+1 +εT+1|YT = 2.7) = 2+ 1

3E(YT+1|YT = 2.7) = 2+ 1
3 ŶT+1 = 89

30

E((ŶT+2−YT+2)2)|YT = 2.7) = E((2+ 1
3YT+1 + εT+2− 2− 1

3 ŶT+1)2|YT = 2.7) = V ( 1
3εT+1 + εT+2) = 50

9

YT+1 − ŶT+1 = εT+1 ∼ N(0, 1/5) より、信頼度 95% で　 2.9− 1.96√
5

5 YT+1 5 2.9 + 1.96√
5

YT+2 − ŶT+2 = εT+2 + 1
3εT+1 ∼ N(0, 2/9) より、信頼度 95% で　 89

30 − 1.96
√

2
3 5 YT+2 5 89

30 + 1.96
√

2
3

■練習問題 2.20 ŶT+1 = E(YT+1|εT = 2/3, εT−1 = 1/3, εT−2 = −1/3) = E(1+εT+1− 2
3εT− 1

3εT−1|εT =

2/3, εT−1 = 1/3, εT−2 = −1/3) = 4
9

E((ŶT+1 − YT+1)2)|εT = 2/3, εT−1 = 1/3, εT−2 = −1/3) = E((εT+1)2) = 1
22 ŶT+2 = E(YT+2|εT =

2/3, εT−1 = 1/3, εT−2 = −1/3) = E(1 + εT+2 − 2
3εT+1 − 1

3εT |εT = 2/3, εT−1 = 1/3, εT−2 = −1/3) = 7
9

E((ŶT+2 − YT+2)2)|εT = 2/3, εT−1 = 1/3, εT−2 = −1/3) = V (εT+1 − 2
3 ) = 13

36 YT+1 − ŶT+1 = εT+1 ∼
N(0, 1/4) より、信頼度 95% で　 4

9 − 1.96
2 5 YT+1 5 4

9 + 1.96
2

YT+2 − ŶT+2 = εT+2 − 2
3εT+1 ∼ N(0, 13

36 ) より、信頼度 95% で　 7
9 − 1.96

√
13

6 5 YT+2 5 7
9 + 1.96

√
13

6

■練習問題 2.21 γn 　の条件より、　 γn = 3( 1
2 )n + Aαn, |α| < 1

2 を満たしている。　また特性方程

式 1 = φ1x + φ2x
2 の解の一つが　 2 なので　 1 = 2φ1 + 4φ2 が成立する。　また、　ユールウォーカー

方程式より, ρ1 = φ1 + φ2ρ1, つまり、　 1 = 5φ1 + φ2 、　この 2 つを連立させ、　 (φ1, φ2) = ( 1
6 , 1

6 ) 、

　すると、特性方程式を解いて α = −1
3 ∴ ρ1 = 3( 1

2 )+A−1
3

3+A を解いて、A = 27
16 ∴ γn = 3( 1

2 )n + 27
16 (−1

3 )n,

(γ0, γ1, γ2) = ( 75
16 , 15

16 , 15
16 ) 　また、　 γ0 = φ1γ1 + φ2γ2 + σ2 より、　 σ2 = 35

8 　

■練習問題 2.22 E(Yt) = φ0 + φ1E(Yt−1) + E(εt)より、µ = φ0 + φ1µ

V (Yt) = V (φ0 + φ1Yt−1 + εt)より、γ0 = (φ1)2γ0 + σ2

Cov(Yt, Yt−1) = Cov(φ0 + φ1Yt−1 + εt, Yt−1)より、γ1 = φ1γ0

これらより、　 (φ0, φ1, σ
2) = ( 4

3 , 1
3 , 8

3 ) ρh = 3−h

また、Yt = 2 +
∞∑

i=0

3−iεt−i

E(Yt|εt, εt−1) = 2 + εt + 1
3εt−1

E(Yt|εt−2, εt−3, . . . ) = 2 + 1
32

∞∑

i=0

3−iεt−2−i = 2 +
1
9
(Yt−2 − 2)

Yt = εt + 1
3εt−1 + X, E(X) = 2, V (X) = V (

∑∞
i=0(

1
3 )i+2εt−i−2) =

∑∞
i=0(

1
3 )2(i+2) 8

3 = 1
27 , X はεt, εt−1と独

立とおけるので E((Yt)2|εt, εt−1) = E((εt + 1
3εt−1 +X)2|εt, εt−1) = ε2

t + 1
9ε2

t−1 + 2
3εtεt−1 +4εt + 4

3εt−1 +
1
27 + 22

(別解) Yt = 4
3 + 1

3Yt−1+εt = 4
3 + 1

3 ( 4
3 + 1

3Yt−2+εt−1)+εt) = 16
9 + 1

9Yt−2+ 1
3εt−1+εtで (Yt)2 を計算しても

よい。　さらに条件付分散を用いると、V (Yt|εt, εt−1) = ( 1
9 )2V (Yt−2) = 1

27 , E(Yt|εt, εt−1) = 2 + εt + 1
3εt−1

とあわせて、E((Yt)2|εt, εt−1) = V (Yt|εt, εt−1) + (E(Yt|εt, εt−1))2 = 1
27 + (2 + εt + 1

3εt−1)2

■練習問題 2.23 (1) 1
9 (1 + 1 + 1 + 2 ∗ 2 ∗ 1

4 ) = 4
9 (2) Cov(Yt−1, εt) = Cov(2 + 1

3Yt−2 + εt−1, εt) = 1
4 ,

Cov(Yt, εt) = Cov(2 + 1
3Yt−1 + εt, εt) = 13

12

(2) E(Yt) = 3, (2)を用いてこの場合のユール・ウォーカー方程式を作ると γ0 = 1
3γ1 + 13

12 , γ1 = 1
3γ0 + 1

4

これをといて　 γ0 = 21
16 , γ1 = 11

16 h = 2 で　 γh = 1
3γh−1 となるので　 h = 1ではγh = 11

16 ( 1
3 )h−1
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■練習問題 2.24 (1)E(Yt) = 10
3 , γ0 = V (Yt) = 625

21 , γh = Cov(Yt, Yt−h) = 625
21 (0.4)h

(2)Yt = 10
3 +

∞∑

i=0

(0.4)iεt−i

(3)Yt ∼ N( 10
3 , 625

21 )

(4) E(Yt+1|Yt = a) = 2 + 0.4a, V (Yt+1|Yt = a) = 52, E(Yt+2|Yt = a) = 2.8 + 0.16a, V (Yt+2|Yt = a) = 29

■練習問題 2.25 Yt = 100
21 +

∞∑

i=0

(
3
2
(

3
10

)i − 1
2
(

1
10

)i)εt−i

8.3 第 3章練習問題解答

■練習問題 3.1 i 行目が硬貨の残り枚数 i− 1 枚に対応するとすると、

P =




1 0 0 0

1/2 1/2 0 0

1/4 2/4 1/4 0

1/8 3/8 3/8 1/8




P 2 =




1 0 0 0

3/4 1/4 0 0

9/16 6/16 1/16 0

27/64 27/64 9/64 1/64




(P (X4 = 0|X2 = 3), P (X4 = 1|X2 = 3), P (X4 = 2|X2 = 3), P (X4 = 3|X2 = 3)) = (P (X2 = 0|X0 =

3), P (X2 = 1|X0 = 3), P (X2 = 2|X0 = 3), P (X2 = 3|X0 = 3)) = (27/64, 27/64, 9/64, 1/64)

■練習問題 3.2

P (X4 = x4, X2 = x2, X1 = x1 |X3 = x3)

=
P (X4 = x4, X2 = x2, X1 = x1, X3 = x3)

P (X3 = 3)

= P (X4 = x4 |X3 = x3, X2 = x2, X1 = x1)
P (X3 = x3, X2 = x2, X1 = x1)

P (X3 = x3)
= P (X4 = x4 |X3 = x3)P (X2 = x2, X1 = x1 |X3 = x3) .

P (X1 = x1 |X2 = x2, X3 = x3, X4 = x4)

=
P (X1 = 1, X2 = x2, X3 = x3, X4 = x4)

P (X2 = x2, X3 = x3, X4 = x4)

=
P (X1 = 1, X2 = 2, X3 = 3)P (X4 = 4|X3 = x3, X2 = x2, X1 = x)

P (X2 = 2, X3 = 3)P (X4 = 4|X3 = x3, X2 = x2)

=
P (X1 = x1, X2 = x2, X3 = x3)

P (X2 = x2, X3 = x3)

=
P (X1 = 1, X2 = 2)P (X3 = x3|X2 = 2, X1 = x1)

P (X2 = 2)P (X3 = x3|X2 = x2)

=
P (X1 = x1, X2 = x2)

P (X2 = x2)
= P (X1 = x1|X2 = x2)
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■練習問題 3.3 固有値は 1 と 1/12 なので　 Pn = 1
11

(
3 8

3 8

)
+ 1

11 ( 1
12 )n

(
8 −8

−3 3

)
つまり、(P (Xn =

1|X0 = 1), P (Xn = 2|X0 = 1)) = (1, 0)Pn = ( 3
11 + 8

11 ( 1
12 )n, 8

11 (1− ( 1
12 )n)) , ~π = ( 3

11 , 8
11 ).

■練習問題 3.4 固有値は 1と 2/3なので Pn =

(
1 0

1 0

)
+ ( 2

3 )n

(
0 0

−1 1

)

つまり、((P (Xn = 1), P (Xn = 2)) = (1− (3/4)( 2
3 )n, (3/4)( 2

3 )n) , ~π = (1, 0).

■練習問題 3.5 吸収状態は {1, 2, 3}，過渡的状態は {4, 5}．



~π1

~π2

~π3

~π4

~π5




= limn→∞ Pn =




1 0 0 0 0

0 1 0 0 0

0 0 1 0 0

5/17 6/17 6/17 0 0

13/34 1/17 19/34 0 0




= (~ω1, ~ω2, ~ω3,~0,~0) .

■練習問題 3.6 Yt の定常分布は (3/17, 4/17, 4/17, 6/17), Xt の極限分布は (7/17, 10/17)．

■練習問題 3.7 固有値は 1, 1/3, 1/9 より、Pn =




1 0 0

1 0 0

1 0 0


 + ( 1

3 )n




0 0 0

−1 1 0

−2 2 0


 + ( 1

9 )n




0 0 0

0 0 0

1 −2 1




よって

(P (Xn = 1), P (Xn = 2), P (Xn = 3)) = (1/2, 1/3, 1/6)Pn = (1− 2
3 (1

3 )n + 1
6 ( 1

9 )n, 2
3 ( 1

3 )n − 1
3 (1

9 )n, 1
6 ( 1

9 )n)

■練習問題 3.8

P (f(Xt) 5 y | f(Xtn) = yn, f(Xtn−1) = yn−1, · · · , f(Xt1) = y1)

= P (Xt ∈ f−1((−∞, y]) |Xtn = f−1(yn), Xtn−1 = f−1(yn−1), · · · , Xt1 = f−1(y1))

= P (Xt ∈ f−1((−∞, y]) |Xtn = f−1(yn)) = P (f(Xt) 5 y | f(Xtn) = yn) .

■練習問題 3.9 x, x1, x2, · · · , xn > 0について以下が成り立つ．

P (Xt 5 x |Xt1 = x1, Xt2 = x2, · · · , Xtn = xn)
= P (Ytn+1Ytn+2 · · ·Yt 5 x/xn |Xt1 = x1, Xt2 = x2, · · · , Xtn = xn)
= P (Ytn+1Ytn+2 · · ·Yt 5 x/xn)

但し，最後の等式は Y1, Y2 . . . , Yt, . . . の独立性による．一方，同様にして以下が成り立つことが示せる．

P (Xt 5 x |Xtn = xn) = P (Ytn+1Ytn+2 · · ·Yt 5 x/xn)

よって Xt はマルコフ連鎖．

■練習問題 3.10 Xt = Y1 · Y2 · · ·Yt, (X0 = 1)　）E(Xt |X1, · · · , Xs) = XsE(Ys+1Ys+2 · · ·Yt) = Xs．

■練習問題 3.11 E[Z2
t − t | ξ1, · · · , ξs] = E[(Zt − Zs + Zs)2 − t | ξ1, · · · , ξs] = E[(Zt − Zs)2] + 2ZsE[Zt −

Zs] + Z2
s − t = Z2

s − s．
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■練習問題 3.12 E[(Nt − λt)2 − λt |Nu, 0 5 u 5 s] = E[(Nt − Ns + Ns − λt)2 − λt |Nu, 0 5 u 5 s] =

E[(Nt −Ns)2] + 2(Ns − λt)E[Nt −Ns] + (Ns − λt)2 − λt = · · · = (Ns − λs)2 − λs．

■練習問題 3.13 E[W 2
t − t |Wu, 0 5 u 5 s] = E[(Wt−Ws +Ws)2− t |Wu, 0 5 u 5 s] = E[(Wt−Ws)2]+

2WsE[Wt −Ws] + W 2
s − t = W 2

s − s．

■練習問題 3.14 E(Ns(Ns−1)(Ns−2)) =
∞∑

k=0

k(k−1)(k−2)
(λs)ke−λs

k!
= λ3s3e−λs

∞∑

k=3

(λs)k−3

(k − 3)!
= λ3s3 ,

E[N3
s ] = E[Ns(Ns−1)(Ns−2)]+3E[N2

s ]−2E[Ns] = λ3s3 +3λ2s2 +λs , E[N2
s Nt] = E[N2

s ]E[Nt−Ns]+

E[N3
s ] = λt(λs + λ2s2) + 2λ2s2 + λs．

■練習問題 3.15 x3 は奇関数なので E[W 3
t ] = 0．E[W 4

t ] = 2
∫∞
0

x4 1√
2πt

exp{−x2

2t } dx（ここで y = x2

2t と

変数変換すると）= 4t2√
π
Γ( 5

2 ) = 3t2．E[eαWt ] = MN(0,t)(α) = exp{ 1
2α2t}．E[Wte

Wt ] = d
dαE[eαWt ]|α=1 =

tet/2．E[W 2
s W 2

t ] = E[W 2
s (Wt −Ws + Ws)2] = E[W 2

s ]E[(Wt −Ws)2] + 2E[W 3
s ]E[Wt −Ws] + E[W 4

s ] =

2s2 + st．

■練習問題 3.16 fT2(x) = fT1+T2−T1(x) = fΓ(2,λ)(x) = λ2xe−λx (x > 0), fTn(x) = fΓ(n,λ)(x) =
λnxn−1

Γ(n) e−λx (x > 0) , P [T2 > 3T1] = P [T2 − T1 > 2T1] =
∫∞
0

λe−λx dx
∫∞
2x

λe−λy dy = 1/3．

T3 − T2, T2 − T1, T1は独立で　 ∼ Exp(λ)より,

　P (T3 > 3T2 > 4T1) =
∫ ∫ ∫

z+x+y>3(x+y)>4x
λ3e−λ(x+y+z)dxdydz =

∫ ∫ ∫
z>2(x+y),3y>x

λ3e−λ(x+y+z)dxdydz =∫ ∫
3y>x

λ2e−λ(x+y)e−2λ(x+y)dxdy = λ2
∫∞
0

e−3λxdx
∫∞

x
3

e−3λydy = λ
3

∫∞
0

e−4λxdx = 1
12

(別解　 P [T3 > 3T2 > 4T1] = E[P [T3 > 3T2 > 4T1 |T1]] =
∫∞
0

P [T1 ∈ dx]P [T3 − T1 + x >

3(T2 − T1 + x) > 4x] =
∫∞
0

P [T1 ∈ dx]P [T3 − T2 > 2(T2 − T1) + 2x, T2 − T1 > x
3 ] =∫∞

0
λe−λx dx

∫∞
x/3

λe−λy dy
∫∞
2y+2x

λe−λz dz = 1/12)．

■練習問題 3.17 x > 0 について fMt(x) =
∫ x

−∞ f(Mt,Wt)(x, y)dy = 2√
2πt

exp{−x2

2t } , その他の場合は

fMt(x) = 0．E[Mt] =
√

2t
π , E[M2

t ] = t．Mt −Wt と |Wt|の密度関数は共にMt の密度関数と同じ．

■練習問題 3.18 推移確率行列 P =

(
1 0

q 1− q

)
とおくと、P (Xn = 1) = 1− (1− q)n より、P (T 5 n) =

1− (1− q)n つまり、　 T ∼ Fs(q) よって E(T ) = 1
q より、q = 1

6

■練習問題 3.19 固有値が {1, 1
2 , 1

3} であることと、{1} だけが吸収状態 (limn→∞ P (Xn = 1) = 1) より、

P (Xn = 1) = 1 + A( 1
2 )n + B( 1

3 )n とおける。すると、 P (T 5 n) = 1 + A( 1
2 )n + B( 1

3 )n つまり、P (T =
n) = −A( 1

2 )n−1−B(1
3 )n−1 すると、E(T ) =

∑∞
n=1 P (T = n) =

∑∞
n=1−A(1

2 )n−1−B( 1
3 )n−1 = −2A− 3

2B

E(T (T+1)
2 ) =

∑∞
n=1 nP (T = n) =

∑∞
n=1−An( 1

2 )n−1 −Bn(1
3 )n−1 = (−A) 1

(1− 1
2 )2

+ (−B) 1
(1− 1

3 )2
= −4A−

9
4B, −2A− 3

2B = 9
4 , −4A− 9

4B = E(T 2)+E(T )
2 = V (T )+E(T )2+E(T )

2 = 39
8 を解いて、

A = − 3
2 , B = 1

2 , P (Xn = 1) = 1− 3
2 ( 1

2 )n + 1
2 ( 1

3 )n
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■練習問題 3.20 P =




0 1 0 0

1/9 4/9 4/9 0

0 4/9 4/9 1/9

0 0 1 0




(P (X2 = 0), P (X2 = 1), P (X2 = 2), P (X2 = 3)) = (P (X0 = 0), P (X0 = 1), P (X0 = 2), P (X0 = 3))P 2 =

(4/81, 41/81, 32/81, 4/81)

~πP = ~π を解いて　 ~π = (1/20, 9/20, 9/20, 1)

P (Xn+1 = 1) = P (Xn = 0) + 4
9P (Xn = 1) + 4

9P (Xn = 2)

P (Xn+1 = 2) = 4
9P (Xn = 1) + 4

9P (Xn = 2) + P (Xn = 3)

an+1 = 1− an + 8
9an, a0 = 1 を解いて、an = 9

10 + 1
10 (−1

9 )n

(注意　 n=0,1,2 を代入して検算しておくこと。)

■練習問題 3.21 P =




1 0 0

1/2 1/2 0

1/4 1/2 1/4




(P (X2 = 0), P (X2 = 1), P (X2 = 2)) = (9/16, 3/8, 1/16)

P =

(
1 0

~a R

)
とおくと

Pn =

(
1 0

(E −R)−1(E −Rn)~a Rn

)
となるので

Rn = (1/2)n R−(1/4)E
(1/2)−(1/4) + (1/4)n R−(1/2)E

(1/4)−(1/2) =

(
(1/2)n 0

2(1/2)n−1 − 2(1/4)n (1/4)n

)

よって Pn =




1 0 0

1− (1/2)n (1/2)n 0

1− 2(1/2)n + (1/4)n 2(1/2)n − 2(1/4)n (1/4)n




(P (Xn = 0), P (Xn = 1), P (Xn = 2)) = (1− 2(1/2)n + (1/4)n, 2(1/2)n − 2(1/4)n, (1/4)n)

limn→∞(P (Xn = 0), P (Xn = 1), P (Xn = 2)) = (1, 0, 0)

(注意　これは　吸収状態が 1個しかないから明らか。)

■練習問題 3.22 (a) P =




1/6 1/3 1/3 1/6

1/6 1/6 1/3 1/3

1/3 1/6 1/6 1/3

1/3 1/3 1/6 1/6




~πP = ~π を解いて、~π = (1/4, 1/4, 1/4, 1/4)

(注意　この場合はすべての列ベクトルも和が１になるので確率ベクトルである。このときは定常分布の成分

はすべて同じになる。)

(b) T ∼ Fs(1/6) , P (T = k) = 1
6 ( 5

6 )k−1 (k = 1, 2 . . . )

E(T ) = 1
1/6 = 6, V (T ) = 5/6

(1/6)2 = 30
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(c) Yi = i 回目のサイコロの目 とおくと、　 E(XT |T = n) = E(Y1 + Y2 + · · · + Yn−1 + Yn|T = n) =

E(Y ′
1 + Y ′

2 + · · · + Y ′
n−1 + 6) = 3(n − 1) + 6, ここで　 Y ′ ∼ DU{1, 2, . . . , 5} E(XT |T ) = 3T + 3,

V (XT |T = n) = V (Y1 + · · · + Yn−1 + 6|T = n) = V (Y ′)(n − 1) = 2(n − 1), V (XT |T ) = 2(T − 1),

E(XT ) = E(XT |T ) = E(3T +3) = 21, V (XT ) = E(V (XT |T ))+V (E(XT |T )) = E(2(T −1))+V (3T +

3) = 10 + 9V (T ) = 280*2　

■練習問題 3.23 求める確率を pn とおくと、pn+1 = (1 − p)pn + p(1 − pn), p1 = 1 − p を解いて、

pn = 1
2 (1 + (1− 2p)n)

別解 pn = P (B(n, p) = 偶数) = gB(n,p)(1)+gB(n,p)(−1)

2 = 1
2 (1 + (1− 2p)n)

■練習問題 3.24 (1) pn+1 = 1
3qn + 2

3rn

(2)同様に qn+1 = 1
3pn + 2

3qn

これと、pn+1 = 1
3qn + 2

3 (1 − pn − qn) 　より、qn を消去して　 pn+2 = 1
3pn + 2

9、 特殊解は　 1
3 よ

り、pn+2 − 1
3 = 1

3 (pn − 1
3 ), また、特性解は ± 1√

3
したがって　 pn = 1

3 + C( 1√
3
)n + D(− 1√

3
)n とおけ、

p0 = 1, p1 = 0より、　 C = 2−√3
6 , D = 2+

√
3

6 よって　 pn = 1
3 + 2−√3

6 ( 1√
3
)n + 2+

√
3

6 (− 1√
3
)n

■練習問題 3.25 rn, qn をそれぞれ n回の試行の後赤球が 0個、2個の確率とすると、pn+1 = 2
5rn + 17

25pn +
2
5qn = 17

25pn + 2
5 (1− pn), p0 = 1 とあわせ、　 pn = 5

9 + 4
9 ( 7

25 )n

■練習問題 3.26 得点 n + 2 でゲームが終わる。⇐⇒ 最初に 1が出てその後の得点が n + 1　または　最初

に 2が出てその後の得点が n なので

pn+2 = 1
6pn+1 + 1

3pn

特性解は 2
3 , −1

2 で　 pn = C( 2
3 )n + D(−1

2 )n と置け、

　 p0 = 1
2 , p1 = 1

12 より、pn = 2
7 ( 2

3 )n + 3
14 (−1

2 )n

E(X) =
∑∞

n=0 npn = 2
7

2
3

1
(1− 2

3 )2
+ 3

14
−1
2

1
(1+ 1

2 )2
= 5

3

E(X(X − 1)) =
∑∞

n=0 n(n− 1)pn = 2
7

4
9

2
(1− 2

3 )3
+ 3

14
1
4

2
(1+ 1

2 )3
= 62

9

(参考　 E(tX) =
1
2

1− 1
6 t− 1

3 t2
と確率母関数を求め (∵ E(tX) = E(E(tX |T )) = E(( 1

3 t + 2
3 t2)T−1) =

1
2

1− 1
6 t− 1

3 t2
, ここで　 T はゲームをやめるまでのサイコロ投げの回数で　 T ∼ Fs( 1

2 )つまり　 T − 1 ∼ Ge( 1
2 )

でもいいし、　 E(tX) =
∑∞

n=0 tnpn を直接計算してもよい。) 微分しても求まる。)

■練習問題 3.27 Aが勝つ確率を pA, B が勝つ確率を pB , C が勝つ確率を pC とすると、pA = 1
6 + 5

6pC , (∵
Aが 6以外を出せば C の立場になるため)pB = 5

6pA, pA + PB + PC = 1 とあわせて　 pA = 36
91

(別解 pA =
∑∞

i=0
1
6 (5

6 )3i = 36
91 )

■練習問題 3.28 p = 1
3 + 2

3
5
6

5
6p を解いて、p = 18

29

E(T ) = x　とおくと、x = 1
3 + 2 2

3 + 3 2
3

5
6

1
6 + (3 + x) 2

3
5
6

5
6

これを解いて x = 120
29

*2 (∗∗) マルチンゲール理論における　Optional Stopping Theoremを知っていると Xn−3.5nがマルチンゲールより 0=E(XT−
3.5T ), E(XT ) = 3.5E(T ) = 21, また、X2

t − 7tXt − 35
12

t + 49
4

t2 がマルチンゲールより、E(X2
T ) = 7E(TXT ) + 35

12
E(T ) +

49
2

E(T 2) = 7E(TE(XT |T )) + 35
12

E(T ) + 49
2

E(T 2) = 721 よって　 V (XT ) = E(X2
T )−E(XT )2 = 280　と計算してもい

い。
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■練習問題 3.29 ドア Aを選ぶ事象も Aと書くことにすると, x = E(T ) = E(T, A) + E(T, B) + E(T, C) =

E(T |A)P (A) + E(T |B)P (B) + E(T |C)P (C) = 2 1
3 + (3 + x) 1

3 + (5 + x) 1
3

これより、　 x = 10

y = E(T 2) = E(T 2|A)P (A) + E(T 2|B)P (B) + E(T 2|C)P (C) = 4 1
3 + (y + 60 + 9) 1

3 + (y + 100 + 25) 1
3

これを解いて　 y = 198, V (T ) = y − x2 = 98

■練習問題 3.30 (1) T1 ∼ Fs(p) ∴ E(T1) = 1
p , V (T1) = 1−p

p2

P (T1 = 奇数) =
∑∞

i=1 p(1− p)2i−1−1 = 1
2−p

(2) T2の分布　 ∼ T1 + T ′1 つまり、　 E(T2) = 2
p , V (T2) = 2(1−p)

p2 ,

(注意　 T2 − 2 ∼ NB(2, p))

(3) 1,2 回目が　 HH(表表) ならそこで終わり、HT ならその後は　 T ′3 と同じ分布の確率変数 T ′3, 1 回目が

T (裏)ならその後は T ′′3
よって　 E(T3) = 2p2 + p(1− p)(2 + E(T ′3)) + (1− p)(1 + E(T ′′3 )) これを解いて E(T3) = 1+p

p2

■練習問題 3.31 得点をあらわす確率変数を X とおくと、題意より、次が成立する。

X =





1 + X ′ 確率 p

0 確率　 (1− p)(1− r)

X ′′ 確率　 (1− p)r
ここで　 X ′, X ′′ は　 X と同分布な確率変数。よって　 E = E(X)とおくと、E = p(1 + E) + (1 − p)rE

これを解いて、　 E = p
(1−p)(1−r)

■練習問題 3.32 (1)P (X1 = 3) = 1/2, P (X1 = 2) = 1/3, P (X1 = 1) = 1/3, P (X2 = 3) = 1/9, P (X2 =

2) = 2/9, P (X2 = 1) = 2/3

(2)P (X4 = 2|X2 = 3) = P (X2 = 2) = 2/9, P (X4 = 2|X2 = 2) = 1/9, P (X4 = 2|X2 = 2, X1 = 3) =

P (X4 = 2 ∩ X2 = 2 ∩ X1 = 3)/P (X2 = 2 ∩ X1 = 3) = 1/9, または　あきらかにマルコフ性を持つので

　 P (X4 = 2|X2 = 2, X1 = 3) = P (X4 = 2|X2 = 2) = 1/9, P (X4 = 2|X2 = 2, X1 = 2) = 1/9

P (X2 = 3|X3 = 2) = P (X3 = 2 ∩X2 = 3)/P (X3 = 2) = 1/3, P (X2 = 3|X4 = 2, X3 = 2) = 1/3

(3)(P (Xn+1 = 1), P (Xn+1) = 2, P (Xn+1) = 3) = (P (Xn = 1), P (Xn = 2), P (Xn = 3))




1 0 0

2/3 1/3 0

1/3 1/3 1/3




これを解いて (P (Xn = 1), P (Xn = 2), P (Xn = 3)) = (1− (n + 1)(1/3)n, n(1/3)n, (1/3)n)

(4)n = 2 をまず考える。n− 1回目まで　ずっと 3人の場合と　 i (1 5 i 5 n− 1)回目に 2人になる場合に

分けて計算して pn = (1/3)n−1(1/3 + (n − 1)(1/3)n−1(2/3) = (2n − 1)(1/3)n 明らかに　 p1 = 1/3 より、

これは　 n = 1でも成立する。よって求める答えは pn = (2n− 1)(1/3)n

期待回数=
∞∑

n=1

npn =
∞∑

n=1

(2n(n− 1) + n)(1/3)n = 2(1/3)2
2

(1− 1/3)2
+

1
3

1
(1− 1/3)2

= 9/4

別解

一人の勝者が決まるまでの回数を　 X とおくと

X =





1 + X ′ 確率 1/3

1 + Fs(2/3) 確率　 1/3

1 確率 1/3
となる。ここで　 X ′ は　 X と同分布の確率変数 (あいこの場合), 　また　 Fs(2/3)は勝者が 2人になった
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以降で一人の勝者が決まるまでの回数の確率分布である。すると、E(X) = (1/3)(1 + E(X)) + (1/3)(1 +

3/2) + 1/3 を解いて　 E(X) = 9/4

■練習問題 3.33 (1) 　 P (Yn 5 k) = (k/6)n (2)P (Yn = k) = (k/6)n − ((k − 1)/6)n (3)E(Yn) =
6∑

k=1

k((k/6)n − ((k − 1)/6)n (4)V (Yn) =
6∑

k=1

k2((k/6)n − ((k − 1)/6)n − (
6∑

k=1

k((k/6)n − ((k − 1)/6)n)2

(5)limn→∞E(Yn) = 6 , )limn→∞ V (Yn) = 62 − 62 = 0

(6)




2/3 1/6 1/6

0 5/6 1/6

0 0 1




(7)(P (Zn+1 = 4), P (Zn+1 = 5), P (Zn+1 = 6)) = (P (Zn = 4), P (Zn = 5), P (Zn = 6))




2/3 1/6 1/6

0 5/6 1/6

0 0 1




より、これらを解いて　 (P (Zn = 4), P (Zn = 5), P (Zn = 6)) = ((1/3)n, (5/6)n − (1/3)n, 1− (5/6)n)

(注意、本問の場合、P (Zn = 6) = P (Fs(1/6) 5 n) = 1− P (Fs(1/6) = n + 1) = 1− (5/6)n が意味を考え

ればすぐにわかる。　もちろん　 P (Zn = 4)も簡単にわかる。)

8.4 第 4章練習問題解答

■練習問題 4.1 (1)0≤x≤1 とし、FX(x) = P (max(U1, . . . , Un)≤x) = P (U1≤x)n = xn ∴ fX(x) =

nxn−1 (0≤x≤1)

(2)xn の逆関数は x
1
n なので X～U

1
n

また 1− FY (x) = P (min(U1, . . . , Un)≥x) = (1− x)n ∴ FX(x) = 1− (1− x)n

y = 1− (1− x)n を解くと (1− x)n = 1− y À (1− x) = (1− y)
1
n ∴ x = 1− (1− y)

1
n

つまり、Y ～ 1− (1− U)
1
n ～ 1− U

1
n

■練習問題 4.2 (1)x≥0として、FX2(x) = P (X2≤x) = P (X≤√x) = F (
√

x)

(2)x≥0として、F√X(x) = P (
√

X≤x) = P (X≤x2) = F (x2)

(3)0≤x≤1のとき、

Fsin X(x) = P (sinX≤x)

=
∞∑

n=0

P (2nπ≤X≤ sin−1 x + 2nπ) +
∞∑

n=0

P ((2n + 1)π − sin−1 x≤X≤(2n + 2)π)

=
∞∑

n=0

(F (sin−1 x + 2nπ)− F (2nπ)) +
∞∑

n=0

(−F ((2n + 1)π − sin−1 x) + F ((2n + 2)π))

−1≤x≤0(sin−1 x 5 0に注意)のとき、

Fsin X(x) =
∞∑

n=0

P (2nπ + π − sin−1 x≤X≤2nπ + 2π + sin−1 x)

=
∞∑

n=0

(F ((2n + 2)π + sin−1 x)− F ((2n + 1)π − sin−1 x)))



144 第 8章 練習問題・演習問題解答

(4)Fh(X)(x) = P (h(X)≤x) = P (X≤h−1(x)) = F (h−1(x))

(5)0≤x≤1として

FF (X)(x) = P (F (X)≤x) = P (X≤F−1(x)) = F (F−1(x)) = x つまり F (X)～U(0, 1)

(6)0≤x≤1として

F(F (X))2(x) = P ((F (X))2≤x) = P (F (X)≤√x) = P (X≤F−1(
√

x)) = F (F−1(
√

x)) =
√

x (0≤x≤1)

(7)F(h(F (X)))(x) = P (h(F (X))≤x) = P (F (X)≤h−1(x)) = P (X≤F−1(h−1(x))) = F (F−1(h−1(x))) =

h−1(x)

■練習問題 4.3 標準正規分布の正の部分を作ればよい。 あとは対称性があるので　もう一つ乱数を持ってき

て正か負をそれで判断する。また、負の相関法だと自動的に正・負両方用いるので正の部分だけ作れば十分で

ある。 f(x)
g(x) = 2

λ
√

2π
e−

x2
2 +λx = 2

λ
√

2π
e−

1
2 (x−λ)2+ 1

2 λ2≤ 2e
1
2 λ2

λ
√

2π
= C(λ)

つまり、

Y～Exp(λ), U～U(0, 1)を作り

{
U≤e−

1
2 (Y−λ)2なら Y を採用

U > e−
1
2 (Y−λ)2ならもとに戻る

を繰り返して作る

C ′(λ) = 2√
2π

1
λ2 (λe

1
2 λ2

λ2 − e
1
2 λ2

) = 2√
2πλ2 e

1
2 λ2

(λ2 − 1)　

λ 0 1

C ′(λ) − 0 +

C(λ) ↘ 最小 ↗
増減表を書くと、λ = 1が最小。つまり最適である。

■練習問題 4.4 (1)まず 0 < x < 1に対して P (
∑k

i=1 Ui≤x) = λk

k! を示す。

k = 1の時は、明らか。

k のとき成立するとする。k + 1のとき

P

(
k+1∑

i=1

Ui≤x

)
=

∫ x

0

P

(
y +

k∑

i=1

Ui≤x

)
fUk+1(y)dy =

∫ x

0

(x− y)k

k!
dy

=
∫ x

0

uk

k!
du =

xk+1

(k + 1)!

すると、P
(∑k

i=1 Ui≤1
)

= 1
k! ∴ P (N > k) = P (

∑k
i=1 Ui≤1) = 1

k!

∴ E(N) =
∑∞

k=0 P (N > k) =
∑∞

k=0
1
k! = e

(∵ P (N = k) = 1
(k−1)! − 1

k! = k−1
k! を出して計算しても良い )

E(N(N − 2)) =
∑∞

k=1 k(k − 2)k−1
k! =

∑∞
k=3

1
(k−3)! = e ∴ E(N2) = 2E(N) + e = 3e

∴ V (N) = E(N2)− (E(N))2 = 3e− e2 = (3− e)e

【別解】
∑∞

k=1 kP (N > k) =
∑∞

k=1 kE(1{N>k}) = E(
∑∞

k=1 k1{N>k}) = E(
∑N−1

k=1 k) = E
(

(N−1)N
2

)

また、
∑∞

k=1 kP (N > k) =
∑∞

k=1 k 1
k! =

∑∞
k=1

1
(k−1)! = e ∴ E(N2) = 2e + E(N) = 3e

(2)定義より

P (M > k) = P (U1≤U2≤ · · ·≤Uk) (∵ M > k À U1≤U2≤ · · ·≤Uk)

=
1
k!

(全ての 1～k の順列が同じ確率)

すると、M～N ∴ (1)より E(M) = e, V (M) = (3− e)e



8.4 第 4章練習問題解答 145

■練習問題 4.5 E(g(U)) = E(sin(π
2 U)) =

∫ 1

0
sin π

2 x dx =
∫ π

2
0

sin y dy
π
2

= 2
π

V (g(U)) = V (sin π
2 U) =

∫ 1

0
(sin π

2 x)2 dx − ( 2
π )2 = 2

π

∫ n
2

0
sin2 y dy − ( 2

π )2 = 2
π

∫ n
2

0
1−cos 2y

2 dy − ( 2
π )2 =

1
2 − ( 2

π )2 = π2−8
2π2 > 0

E(g(1− U)) = E(sin(π
2 − π

2 U)) =
∫ 1

0
sin(π

2 − π
2 x) dx =

∫ π
2

0
sin y dy

π
2

= 2
π = E(g(U)),

V (g(1− U)) = V (g(U))

Cov(g(1− U), g(U)) = E(sin(π
2 − π

2 U) sin(π
2 U))− ( 2

π )2 = E( 1
2 sin πU)− ( 2

π )2 = 1
2

∫ 1

0
sin πx dx− ( 2

π )2 =
1
π − ( 2

π )2 = π−4
π2 < 0

よって、2M 個の独立な一様分布に従う確率変数を使った場合、U
(

1
2M

∑2M
i=1 g(Ui)

)
= V (g(U))

2M = 1
2M×π2−8

2π2

M 個の一様分布 U1, . . . , Um とM 個の 1− U1 　 1− UM を使った場合

V
(

1
2M

∑M
i=1(g(Ui) + g(1− Ui))

)
= 1

2M (V (g(U)) + Cov(g(U), g(1− U))) = 1
2M

(
π2−8
2π2 + π−4

π2

)
と分散が

小さくなる。

■練習問題 4.6 N = min{n|∑n
i=1 Ui > 1}と同様に N ′ = min{n|∑n

i=1(1− Ui) > 1}も用いる。
1− Ui～U(0, 1)より、N～N ′ つまり E(N) = E(N ′) = e

ここで、Cov(N,N ′) < 0が示されればよい。

U1 + U2 + (1− U1) + (1− U2) = 2より、 N≥3 → N ′ = 2 かつ N ′≥3 → N = 2となる。

k≥2として P (N > k∩N ′ = 2) = P (N > k) = 1
k!

∴ P (N = k + 1∩N ′ = 2) = 1
k! − 1

(k−1)! = k
(k+1)! (k≥2)

同様に P (N ′ = k + 1∩N = 2) = k
(k+1)! (k≥2)で他の事象は確率 0

∴ E(NN ′) = 2×2×∑∞
k=2(k + 1) k

(k+1)! = 4×∑∞
k=2

1
(k−1)! = 4(e− 1)

∴ Cov(N, N ′) = E(NN ′)− E(N)E(N ′) = 4(e− 1)− e2 = −(e− 2)2 < 0

■練習問題 4.7 E(h(U)) = E(U2) = 1
3 , V (h(X)) = V ar(U2) = E(U4)− (E(U2))2 = 1

5 − 1
9 = 4

45

Cov(g(X), h(X)) = Cov(eU , U2) = E(U2eU )−E(U2)E(eU ) =
∫ 1

0
x2ex dx− 1

3 (e−1) =
[
(x2 − 2x + 2)ex

]1
0
−

1
3 (e− 1) = (e− 2)− 1

3 (e− 1) = 2
3e− 5

3
∵

∫
f(x)ex dx = (f(x)− f ′(x) + f ′′(x)− f ′′′(x) · · · )︸ ︷︷ ︸

0 になるまで微分

ex を用いると計算が速い




V ar(g(X)) = V ar(eU ) = E(e2U )− (E(eU ))2 = e2−1
2 − (e− 1)2 = e2−1

2 − (e2 − 2e + 1) = − 1
2e2 + 2e− 3

2

これより制御変量法による分散は、

V ar(θ̂(3)
n ) =

1
n

(
V ar(eU )− Cov(eU , U2)2

V ar(U2)

)
=

1
n

(
−1

2
e2 + 2e− 3

2
− ( 2

3e− 5
3 )2

4
45

)

=
1
n

(
−1

2
e2 + 2e− 3

2
− 45

4
×1

9
(2e− 5)2

)

=
1
n

(
−1

2
e2 + 2e− 3

2
− 5

4
(4e2 − 20e + 25)

)

=
1
n

(0.2420− 0.2382); 1
n
×0.0038

と減少している。

E(g(U)) = E(
√

1− U2) =
∫ 1

0

√
1− x2 dx = 第１象限内の半径１の円の面積 = π

4

V (g(U)) = E(1− U2)− (E(
√

1− U2))2 = 2
3 − (π

4 )2;0.0498
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E(U
√

1− U2) =
∫ 1

0
x
√

1− x2 dx =
∫ 0

1

√
u−du

2 = 1
2

[
u

3
2

1
2+1

]1

0

= 1
3

∴ Cov(g(U), U) = E(Ug(U))− E(U)E(g(U)) = 1
3 − 1

2×π
4 = 1

3 − π
8 = −0.0594

∴ E(U) = 1
2 , V (U) = E(U2)− (E(U))2 = 1

3 − 1
4 = 1

12

これより制御変量法による分散は

V (θ̂(3)
n ) =

1
n

(
V (g(U))− Cov(g(U), U)2

V ar(U)

)
=

1
n

(
0.0498− (−0.0594)2

1
12

)

=
1
n

(0.0498− 0.0423) =
1
n
×0.0075

と、V ar(θ̂n) = 1
n×0.0498に比べて減少している。

E(g(U)) = π
4 , V (g(U)) = 2

3 − (π
4 )2;0.0498

E(U2
√

1− U2) =
∫ 1

0
x2
√

1− x2 dx =
∫ 1

0
u
√

1− u 1
2u−

1
2 du = 1

2

∫ 1

0
u

1
2 (1 − u)

1
2 du = 1

2B
(

3
2 , 3

2

)
=

1
2

Γ( 3
2 )Γ( 3

2 )

Γ(3) = 1
2×

1
2
√

π 1
2
√

π

2 = π
16

∴ Cov(U2,
√

1− U2) = E(U2
√

1− U2)− E(U2)E(
√

1− U2) = π
16 − 1

3×π
4 = − π

48 = −0.06545

これより制御変量法による分散は

V (θ̂(3)
n ) =

1
n

(
V (g(U))− Cov(g(U), U2)2

V ar(U2)

)
=

1
n

(
0.0498− (−0.06545)2

4
45

)

=
1
n

(0.0498− 0.0482) =
1
n
×0.0016

と、V ar(θ̂n) = 1
n×0.0498に比べて減少している。

■練習問題 4.8 f(x)
g(x) = 30(x(1− x))2 = 30

(
1
4 − (x− 1

2 )2
)2≤ 30

42 = 15
8 ∴ c = 15

8 ととる。

また、繰り返し回数は、Fs( 1
c )となるので、E(Fs( 1

c )) = 1
1
c

= c = 15
8 回の繰り返し

■練習問題 4.9 F = 100×eN(µ,σ2) = 100eµ+σZ1 = 100e0.1+0.2×1.2

G = FeN(µ,σ2) = Feµ+σZ2 = Fe0.1+0.2×(−0.6)

∴ FG = 100e0.1+0.2×1.2100e0.1+0.2×1.2e0.1+0.2×(−0.6) = 10000e0.3+0.2×(1.8)

■練習問題 4.10 0.6 > 0.4より、平均 4の指数分布が選択される。

逆関数法より、− 1
λ log(1− U) = −4 log(1− 0.25) (−4 log 0.25でも良い)

■練習問題 4.11 まず　分布関数 FX(x) =





1
2e3x (x 5 0)

1− 1
2e−3x (x = 0)

となるので　その逆関数 g は　 g(x) =





1
3 log(2x) (0 < x < 1

2 )

− 1
3 log 2(1− x) ( 1

2 5 x < 1)

よって U ∼ U(0, 1) をとり、　 X =





1
3 log(2U) (0 < U < 1

2 )

− 1
3 log 2(1− U) ( 1

2 5 U < 1)
とすればよい。

(別解)

ラプラス分布 (第 6章指数分布　参照)と指数分布の関係より、X = 1
3 (M1 −M2), (M1 ∼ M2 ∼ Exp(1)で

独立) となるので、X = 1
3 (− log U1 + log U2) 　 (U1 ∼ U2 ∼ U(0, 1)で独立) とすればよい。
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■練習問題 4.12 FXの逆関数 g は　 g(x) = (− 1
a log(1 − x))

1
b より、X = (− 1

a log(1 − U))
1
bもしく

は (− 1
a log U)

1
b

■練習問題 4.13 FXの逆関数 g は　 g(x) = − log(− log x) より、X = − log(− log U) ととる。

(注意: X ∼ − log Exp(1) である。これは　M1,M2, · · · ∼ Exp(1) で独立とするとき、

max(M1,M2, . . . , Mn)− log n → X 　 (n →∞)である。

　 ∵ limn→∞ Fmax(M1,M2,...,Mn)−log n(x) = limn→∞(FM1(x+log n))n = limn→∞(1−e−(x+log n))n = e−e−x

■練習問題 4.14 X = max(g1(U1), . . . , gn(Un))ととると、　 FX(x) = P (X 5 x) = Πn
i=1Fi(x) となる。

　また、Y = min(g1(U1), . . . , gn(Un)) ととると、FY (x) = 1 − P (min(g1(U1), . . . , gn(Un)) = x) = 1 −
Πn

i=1(1− Fi(x)) である。

■練習問題 4.15 Xi をパラメータ i の指数分布で独立とすると、それらと独立に P (I = 1) = 1
6 , P (I = 2) =

1
3 , P (I = 3) = 1

2 となる確率変数 I をとってくると、X ∼ XI である。よって

0 5 U1 5 1/6 −→ X = − log(U2)

1/6 < U1 5 1/2 −→ X = −1
2

log(U2)

1/2 < U1 5 1 −→ X = −1
3

log(U2)

とすればよい。

■練習問題 4.16 X1 ∼ Exp(2), X2 ∼ U(0, 1)で独立とし、、それらと独立に P (I = 1) = 1
4 , P (I = 2) = 3

4

となる確率変数 I をとってくると、X ∼ XI である。よって

0 5 U1 5 1/4 −→ X = −1
2

log(U2)

1/4 < U1 5 1 −→ X = U2

とすればよい。

■練習問題 4.17 X1 ∼ Exp(5), X2 ∼
√

U(0, 1)で独立とし、それらと独立に P (I = 1) = 4
5 , P (I = 2) = 1

5

となる確率変数 I をとってくると、X ∼ XI である。よって

0 5 U1 5 4/5 −→ X = −1
5

log(U2)

4/5 < U1 5 1 −→ X =
√

U2

とすればよい。

0 5 U1 5 4/5 −→ X = −1
5

log(U2)

4/5 < U1 5 1 −→ X = max(U2, U3)

でもよい。

■練習問題 4.18 (1)第 6章より, X ∼ B(n, p1) かつ 条件X = lのもとで、Y ∼ B(n− l, p2
p2+p3

) より、　 2

項分布のシミュレーション (第 6章参照)を２つ行えばよい。

(2)fX(x) =
∫ 1−x

0
2dx = 2(1− x), FX(x) =

∫ x

0
2(1− u)du = 2x− x2, g(x) = (FX)−1(x) = 1−√1− x

また, fY |X(y|x) = f(X,Y )(x,y)

fX(x) = 1
1−x (0 < y < 1− x) つまり, X = x のもとで、 Y ∼ (1− x)U(0, 1)
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X = 1−√1− U1, Y =
√

1− U1U2 とすればよい。

(3) 第 6章より, (Z1, Z2)を独立で Zi～N(0, 1)とすると, X−µ1
σ1

= Z1, つまり X = µ1 + σ1Z1

Y−µ2
σ2

= ρZ1 +
√

1− ρ2Z2, つまり Y = µ2 + σ2(ρZ1 +
√

1− ρ2Z2), この　 (X, Y ) が求めるものな

ので, X = µ1 + σ1Φ−1(U1), Y = µ2 + σ2(ρΦ−1(U1) +
√

1− ρ2Φ−1(U2)) ととればよい。

X ∼ N(µ1, σ
2), X = xのもとで Y ∼ N(µ2 + ρσ2

σ1
(x− µ1), (1− ρ2)σ2

2), (第 6章) を用いても良い。

また,

t(
a b

c d

)(
a b

c d

)
=

(
σ2

1 ρσ1σ2

ρσ1σ2 σ2

)
とし、

(
X
Y

)
=

(
µ1
µ2

)
+

(
a b

c d

)
(Φ−1(U1)
Φ−1(U2)

)
としてもよい。

■練習問題 4.19 (a) FX(x) =
∫ x

−∞
1
π

1
1+u2 du = 1

π (π
2 + tan−1 x) F−1

X (x) = tan(π(u − 1
2 )) より、X ∼

tan(π(U − 1
2 ))

(b) FX(x) =
∫ x

0
2(1 − u)du = 2x − x2　 (0 < x < 1) F−1

X (x) = 1 − √
1− x(0 < x < 1) より、

X ∼ 1−√1− U

■練習問題 4.20 u = 0 に対して, FX2
1+X2

2
(u) = P (X2

1 + X2
2 5 u) =

∫ ∫
x2+y25u

1
2π e−

x2+y2

2 dxdy =
1
2π

∫ ∫
0<r<

√
u

e−
r2
2 rdr

∫ 2π

0
dθ = 1− e−

1
2 u

F−1(u) = −2 log(1− u)より、X ∼
√
−2 log(1− U)

(注意, X2
1 + X2

2 ∼ Γ(1/2, 1/2) + Γ(1/2, 1/2) ∼ Γ(1, 1/2) ∼ Exp(1/2)より、指数分布のシミュレーションに

なる。)

(c)

FX(x) =
∫ x

0
fX(x)dx = log(1+x2)

log 2

y = log(1+x2)
log 2 ⇐⇒ x =

√
2y − 1, X =

√
2U − 1

(d)

FX(x) = 2
π sin−1 x

y = 2
π sin−1 x ⇐⇒ x = sin(π

2 y), X = sin(π
2 U)

■練習問題 4.21 g(x) = ex として、　E(g(U)) =
∫ 1

0
xexdx = [(x−1)ex]10 = 1, E(g(U)2) =

∫ 1

0
x2e2xdx =

(1/8)[(u2 − 2u + 2)eu]20 = e2−1
4 V (g(U)) = e2−1

4 − 1 = 0.597264

すると、U1, U2, . . . , U2M の 2M 個の一様乱数を用いると

V ( 1
2M

2M∑

i=1

g(Ui)) =
V (g(U))

2M
=

0.597264
2M

また、Cov(g(U), g(1− U)) = e/6− 1 = −0.5469530 より、

負の相関法で、U1, U2, . . . , UM , 1−U1, 1−U2, . . . , 1−UM の 2M 個の一様乱数を用いると V ( 1
2M

M∑

i=1

(g(Ui)+

g(1−Ui))) =
V (g(U)) + Cov(g(U), g(1− U))

2M
=

0.05031
2M

とかなり分散が減少しており、シミュレーション

の精度が良くなる。

■練習問題 4.22 g(x) = e−x として、　 E(g(U)) =
∫ 1

0
e−xdx = 1 − e−1, E(g(U)2) =

∫ 1

0
e−2xdx ==

1−e−2

2 , V (g(U)) = 1−e2

2 − (1− e−1)2 = 0.032756

すると、U1, U2, . . . , U2M の 2M 個の一様乱数を用いると

V ( 1
2M

2M∑

i=1

g(Ui)) =
V (g(U))

2M
=

0.032756
2M

また、Cov(g(U), g(1− U)) = e−1 − (1− e−1)2 = −0.031697 より、

負の相関法で、U1, U2, . . . , UM , 1−U1, 1−U2, . . . , 1−UM の 2M 個の一様乱数を用いると V ( 1
2M

M∑

i=1

(g(Ui)+
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g(1− Ui))) =
V (g(U)) + Cov(g(U), g(1− U))

2M
=

0.001059
2M

とかなり分散が減少しており、シミュレーショ

ンの精度が良くなる。

■練習問題 4.23 U1, U2, . . . , Un の n個の一様乱数を用いると練習問題 4.21の解答より

V ( 1
n

n∑

i=1

g(Ui)) =
V (g(U)

n
=

0.597264
n

また、Cov(g(U), U) =
∫ 1

0
x2exdx−E(g(U))E(U) = [(x2 − 2x + 2)ex]10 − 1/2 = e− 5/2 = 0.218281828 よ

り、

制御変量負の相関法で、V (θ̂(3)
n ) = 1

n (V (g(U)) − Cov(g(U),U)2

V (U) ) = 0.0255
n 、Cov(g(U), U2) =

∫ 1

0
x3exdx −

E(g(U))E(U2) = [(x3 − 3x2 + 6x− 6)ex]10 − 1/3 = (−2e + 6)− 1/3 より、

制御変量負の相関法で、V (θ̂(3)
n ) = 1

n (V (g(U))− Cov(g(U),U2)2

V (U2) ) = 0.00160583
n 、Cov(g(U), eU ) =

∫ 1

0
xe2xdx−

E(g(U))E(eU ) = (1/4)[(u− 1)ex]20 − (e− 1) = e2−4e+5
4 より、

制御変量負の相関法で、V (θ̂(3)
n ) = 1

n (V (g(U))− Cov(g(U),eU )2

V (eU )
) = 0.003849

n

■練習問題 4.24 (1) x > 0 として　 FX(x) = P (X 5 x) = E(P (X 5 x|A)) = E(P (X 5 |A)1A<x +

P (X 5 x|A)1A>x) = E(1A<x + x
A1A>x) = P ( 1

A > 1
x ) + x

∫ 1

0
/xye−ydy = e−1/x + x[−(y + 1)e−y]1/x

0 =

x(1− e−1/x)

(2) (1) より、　 Y ∼ X. よって　 Y をシミュレートすればよいが, 　 U(0, a) ∼ aU(0, 1) より、独立な　

U1, U2 ∼ U(0, 1)をとり、X = U2
− log U1

ととればよい。

　

8.5 第 5章練習問題解答

■練習問題 5.1 (1) 頂点は　 P1 :




4

3

0


 と P2 :




0

3

4




(1.1) 　 P1 で最大値 11をとる。

(1.2)　 P2 で　最大値 8をとる。

(2) 頂点は P1 :




4

0

0


 と P2 :




0

2

0


 と P3 :




0

0

4/3


 (2.1) P1 で最大値 4をとる。

(2.2) P1と P3 で最大値 8をとる。

(3) 頂点は　 P1 :




2

1

1

0



と P2 :




6

6

0

3




(3.1) P2 で最大値 15をとる。(3.2) P1 で最大値-20をとる。

■練習問題 5.2 (1)w = x + y + 0u + 0v を max

条件 3x + y + 1 · u = 12, x + 3y + 1 · v = 12, x, y, u, v ≥ 0

3 1 1 0 0 12
1 3 0 1 0 12
−1 −1 0 0 1 0
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*3

3 1 1 0 0 12
1
3 1 0 1

3 0 4
−1 −1 0 0 1 0

→
8
3 0 1 − 1

3 0 8
1
3 1 0 1

3 0 4
− 2

3 0 0 1
3 1 4

*4

→
1 0 3

8 − 1
8 0 3

1
3 1 0 1

3 0 4
− 2

3 0 0 1
3 1 4

→
1 0 3

8 − 1
8 0 3

0 1 − 1
8

3
8 0 3

0 0 1
4

1
4 1 6

(x, y) = (3, 3)のとき w = 6でこれは最適である。

(2)w = x + 2y + 0u + 0v + 0sをmax

条件 x + y + u = 5, x + 3y + v = 12, 3x + y + s = 10, x, y, u, v, s ≥ 0

1 1 1 0 0 0 5
1 3 0 1 0 0 12
3 1 0 0 1 0 10
−1 −2 0 0 0 1 0

*5

→
1 1 1 0 0 0 5
1
3 1 0 1

3 0 0 4
3 1 0 0 1 0 10
−1 −2 0 0 0 1 0

→

2
3 0 1 − 1

3 0 0 1
1
3 1 0 1

3 0 0 4
8
3 0 0 − 1

3 1 0 5
− 1

3 0 0 2
3 0 1 8

*6

→
1 0 2

3 − 1
2 0 0 3

2
1
3 1 0 1

3 0 0 4
8
3 0 0 − 1

3 1 0 5
− 1

3 0 0 2
3 0 1 8

→
1 0 2

3 − 1
2 0 0 3

2
0 1 − 1

2
5
6 0 0 7

2
0 0 −4 1 1 0 1
0 0 1

2
1
2 0 1 17

2

∴ (x, y) =
(

3
2
,
7
2

)
のとき、maxw =

17
2

(最適解)

(3)w = x + y + 0u + 0v + 0sを max

条件 4x + y + u = 8, x + 2y + v = 10, 10x + y + s = 15, x, y, u, v, s ≥ 0

4 1 1 0 0 0 8
1 2 0 1 0 0 10
10 1 0 0 1 0 15
−1 −1 0 0 0 1 0

→
4 1 1 0 0 0 8
1
2 1 0 1

2 0 0 5
10 1 0 0 1 0 15
−1 −1 0 0 0 1 0

→

7
2 0 1 − 1

2 0 0 3
1
2 1 0 1

2 0 0 5
19
2 0 0 − 1

2 1 0 10
− 1

2 0 0 1
2 0 1 5

→

1 0 2
7 − 1

7 0 0 6
7

1
2 1 0 1

2 0 0 5
19
2 0 0 − 1

2 1 0 10
− 1

2 0 0 1
2 0 1 5

→
1 0 2

7 − 1
7 0 0 6

7
0 1 − 1

7
4
7 0 0 32

7
0 0 − 19

7
6
7 1 0 13

7

0 0 1
7

3
7 0 1 38

7

∴ (x, y) =
(

6
7
,
32
7

)
のとき、maxw =

38
7

(最適解)

*3 これは、頂点 t(0, 0, 12, 12)で w=0
*4 頂点 t(0, 4, 8, 0)で, w = 4
*5 これは、頂点 t(0, 0, 5, 12, 12)で w=0
*6 これは、頂点 t(0, 4, 1, 0, 5)で w=8
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(4)w = 3x + 2y + 0u + 0v+を max

条件 6x + 15y + u = 390, 2x + y + v = 40, x, y, u, v,≥ 0

6 15 1 0 0 390
2 1 0 1 0 40
−3 −2 0 0 1 0

→
6 15 1 0 0 390
1 1

2 0 1
2 0 20

−3 −2 0 0 1 0
→

0 12 1 −3 0 270
1 1

2 0 1
2 0 20

0 − 1
2 0 3

2 1 60
→

0 1 1
12 − 1

4 0 45
2

1 1
2 0 1

2 0 20
0 − 1

2 0 3
2 1 60

→
0 1 1

12 − 1
4 0 45

2
1 0 − 1

24
3
8 0 35

4

0 0 1
24

11
8 1 285

4

∴ (x, y) =
(

35
4

,
45
2

)
のとき、maxw =

285
4

(最適解)

(5)w = x + 2y + z + 0u + 0v + 0sを max

条件 x + y + z + u = 18, x + 3y + z + v = 21, 3x + y + z + s = 24, x, y, z, u, v, s ≥ 0

1 1 1 1 0 0 0 18
1 3 1 0 1 0 0 21
3 1 1 0 0 1 0 24
−1 −2 −1 0 0 0 1 0

→
1 1 1 1 0 0 0 18
1
3 1 1

3 0 1
3 0 0 7

3 1 1 0 0 1 0 24
−1 −2 −1 0 0 0 1 0

→

2
3 0 2

3 1 − 1
3 0 0 11

1
3 1 1

3 0 1
3 0 0 7

8
3 0 2

3 0 − 1
3 1 0 17

− 1
3 0 − 1

3 0 2
3 0 1 14

→
1 0 1 3

2 − 1
2 0 0 33

2
1
3 1 1

3 0 1
3 0 0 7

8
3 0 2

3 0 − 1
3 1 0 17

− 1
3 0 − 1

3 0 2
3 0 1 14

→

1 0 1 3
2 − 1

2 0 0 33
2

0 1 0 − 1
2

5
6 0 0 3

2
2 0 0 −1 0 1 0 6
0 0 0 0 1

2 0 1 39
2

∴ (x, y, z) =
(

0,
3
2
,
33
2

)
のとき、max w =

29
2

(最適解)

上の 3つ目から

2
3 0 2

3 1 − 1
3 0 0 11

1
3 1 1

3 0 1
3 0 0 7

1 0 1
4 0 − 1

8
3
8 0 51

8

− 1
3 0 − 1

3 0 2
3 0 1 14

→
0 0 1

2 1 − 1
4 − 1

4 0 27
4

0 1 1
4 0 3

8 − 1
8 0 39

8
1 0 1

4 0 − 1
8

3
8 0 51

8

0 0 − 1
4 0 5

8
1
8 1 14 + 17

8

→

0 0 1 2 − 1
2 − 1

2 0 27
2

0 1 0 − 1
2

3
4 − 1

4 0 3
2

1 0 0 − 1
2 − 1

4
1
4 0 3

0 0 0 1 3
8 0 1 39

2

とし、maxw = 39
2 だが、最大値を与える (x, y, z) = (3, 3

2 , 27
2 )のように複数存在する場合もある. これは　

シンプレックス法の途中で複数選択可能な場合があり　別のルートを選択すれば　最大値は同じだが　とられ

る点が異なる場合がある。

(6)w = 2x + y + z + 0u + 0v + 0sを max
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条件 x + y + z + u = 18, x + 3y + z + v = 21, 4x + y + z + s = 24, x, y, z, u, v, s ≥ 0

1 1 1 1 0 0 0 18
1 3 1 0 1 0 0 21
4 1 1 0 0 1 0 24
−2 −1 −1 0 0 0 1 0

→
1 1 1 1 0 0 0 18
1 3 1 0 1 0 0 21
1 1

4
1
4 0 0 1

4 0 6
−2 −1 −1 0 0 0 1 0

→

0 3
4

3
4 1 0 − 1

4 0 12
0 11

4
3
4 0 1 − 1

4 0 15
1 1

4
1
4 0 0 1

4 0 6
0 − 1

2 − 1
2 0 0 1

4 1 12

→
0 1 1 4

3 0 − 1
3 0 16

0 11
4

3
4 0 1 − 1

4 0 15
1 1

4
1
4 0 0 1

4 0 6
0 − 1

2 − 1
2 0 0 1

4 1 12

→

0 1 1 4
3 0 − 1

3 0 16
0 2 0 −1 1 0 0 3
1 0 0 − 1

12 0 0 0 2
0 0 0 2

3 0 1
12 1 20

→

∴ (x, y, z) = (2, 0, 16)のとき、max w = 20 (最適解)

注 これも最適値を与える (x,y,z)の組は複数あり、(x, y, z) = (2, 3
2 , 29

2 )もそうである。
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8.6 第 6章練習問題解答

■練習問題 6.1 (1)c = 1
log 2 (2) E(X) =

∫ 2

1
x c

xdx = 1
log 2 , E(X2eX) = c

∫ 2

1
x2exdx = c[(x2−2x+2)ex]21 =

(2e2−e)
log 2

■練習問題 6.2 (1) k = 1 を代入して　 c = 24 (2) E(X) =
∞∑

k=1

24
k(k + 1)(k + 2)(k + 3)

=

∞∑

k=1

(
8

k(k + 1)(k + 2)
− 8

(k + 1)(k + 2)(k + 3)
) =

4
3

また, E(X(X+1)
2 ) =

∞∑

k=1

k
24

k(k + 1)(k + 2)(k + 3)
= 2 よって　 E(X2) = 8

3 , V (X) = 8
9

■練習問題 6.3 (1)E(X) =
∑∞

k=1(k + 1)2−k = 3, E(X2) =
∑∞

k=1(2k − 1)(k + 1)2−k = 13, ∴ V (X) =

13− 9 = 4 (2)E(X) =
∫∞
0

(t + 1)e−tdt = 2, E(X2) =
∫∞
0

(2t2 + 2t)e−tdt = 6,∴ V (X) = 6− 4 = 2

■練習問題 6.4 (1) f(S,T )(s, t) = f(X,Y )(x, y)|dxdy
dsdt | = 1

2st2 (0 < 1
t < s < t, fT (t) = log t

t2 (t > 1),

fS(s) = 1/2 (0 < s < 1) 1
2s2 (s > 1)

Flog X(x) = P (log X < x) = P (X < ex), flog X(x) = fX(ex)ex = e−x (x > 0)

(2)f(S,T )(s, t) = f(X,Y )(x, y)|dxdy
dsdt | = 1

2e−s (−s < t < s), fS(s) = se−s (s > 0) fT (t) = 1
2e−t (t >

0) 1
2et (t < 0)

fT |S(t|s) = 1
2s (−s < t < s)

■練習問題 6.5 まず分布関数を求める。　 P (0 5 Y 5 4) = 1 に注意して、　 0 5 x 5 1 のとき、

FY (x) = P (Y 5 x) = P (X2 5 x) = P (−√x 5 X 5 √
x) = 2

√
x

3 , 1 5 x 5 4 のとき、　 FY (x) =

P (−√x 5 X 5 √
x = P (−1 5 X 5 √

x) =
√

x+1
3

これらを　 xで微分して　求める密度関数 fX(x)は fX(x) =





1
3x−1/2 (0 < x 5 1)

1
6x−1/2 (1 < x 5 4)

0 (その他)
■練習問題 6.6 (1)2,9 (2)0,3 (3) 1−2p√

np(1−p)
, 3+ 1−6p(1−p)

np(1−p) , (4) 2√
p , 3 + 6

p

(5)0, 9
5 , (もちろん 3より小さい) (6)密度関数は　 f(x) = 2x (0 < x < 1)で計算し歪度 − 2

√
2

5 , 尖度 12
5

■練習問題 6.7 (1)P (X ≥ m|X ≥ n) = P (X≥m∩X≥n)
P (X≥n) = (1 − p)m−n (2)P (X1 = n|X1 + X2 = m) =

P (X1=n∩X2=m−n)
P (X1+X2=m) =

(m
n)(N1+N2−m

N1−n )
(N1+N2

N1
) = (N1

m )( N2
m−n)

(N1+N2
m ) (3)P (X1 = n|X1 + X2 = m) = 1

m+1 (4)P (X1 = n|X1 +

X2 = m) =
(
m
n

)
( λ1

λ1+λ2
)n( λ2

λ1+λ2
)m−n

■練習問題 6.8 fX
Y

(x) =
∫∞
0

yfX(xy)fY (y)dy =
∫∞
0

yλ1e
−λ1xyλ2e

−λ2ydy = λ1λ2
(λ1x+λ2)2

(0 < x)

■練習問題 6.9 (1)E(Y 2|X = i) =
∑N

j=1 j2 P (X=i∩Y =j)
P (X=i) =

i
6 (N+1)(2N+1)+ 1

4 N(N+1)2

i+ N+1
2

, ∴ E(Y 2|X) =
X
6 (N+1)(2N+1)+ 1

4 N(N+1)2

X+ N+1
2

(2)E(E(Y |X)) = E(Y ) =
∑N

i=1

∑N
j=1 jP (X = i ∩ Y = j) = 7N+5

12 (3)V (X) =
(N−1)(11N+13)

144 (4)Cov(X, Y ) = −(N−1)2

144

■練習問題 6.10 X ∼ Po(a) , P (Y = j|X = i) = P (X=i∩Y =j)
P (X=i) = e−bi (bi)j

j! , ∴ X = i のもとで Y ∼
Po(bi),よって、E(X) = a,E(Y ) = ab,E(XY ) = b(a+a2)より、Cov(X, Y ) = ab+ab2−ab2 = ab, V (Y ) =
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E(bX) + V (bX) = ba + b2a

■練習問題 6.11 P (X = i) =
∑i

j=0(1− a)2ai = (1− a)2(i + 1)ai (i = 0)

P (Y = j) =
∑∞

i=j(1− a)2ai = (1− a)aj (j = 0)

P (X = i|Y = j) = (1− a)ai−j (i = j)

P (Y = j|X = i) = 1
i+1 (0 5 j 5 i)

条件 Y = j のもとで　 X − j ∼ Ge(1 − a) より、E(X|Y ) = Y + a
1−a 条件 X = i のもとで　 Y ∼

DU{0, 1, . . . i}より、　 E(Y |X) = X
2

■練習問題 6.12 (1)E(X|Y ) = X (2)E(Y |X) = E(Y ) = µ2 (3)E(X2|X) = X2 (4)E(XY |X) =

XE(Y ) = µ2X (5)E(X + Y )2|X) = X2 + 2XE(Y ) + E(Y 2) = X2 + 2µ2X + µ2
2 + σ2

2 (6)V (X + Y |X) =

V (Y ) = σ2
2

■練習問題 6.13 E(Y ) = E(E(Y |X)) = E(2X + 1) = 3, E(XY ) = E(E(XY |X)) = E(2X2 + X) =

2(3 + 1) + 1 = 9

■練習問題 6.14 fX(x) =
∫ x

0
24y(1 − y)dy = 12x2(1 − x) (0 ≤ x ≤ 1), fY (y) =

∫ 1

y
24y(1 − x)dx =

12y(1 − y)2 (0 ≤ y ≤ 1), E(X) = 12
∫ 1

0
x3(1 − x)dx = 3

5 , E(Y ) = 12
∫ 1

0
y2(1 − y)2dy = 2

5 , fY |X(y|x) =
2y
x2 , fX|Y (x|y) = 2(1−x)

(1−y)2 , E(Y |X = x) = 1
x2

∫ x

0
2y2dy = 2

3x, ∴ E(Y |X) = 2
3X,E(X|Y = y) =

1
(1−y)2

∫ 1

y
2x(1− x)dx = 1−3y2+2y3

3(1−y)2 , ∴ E(X|Y ) = 1−3Y 2+2Y 3

3(1−Y )2 , E(Y 2|X = x) = x2

2 ,∴ E(Y 2|X) = X2

2

■練習問題 6.15 fX(x) = e−x (x > 0), fY (y) = 2y
(1+y2)2 (y > 0), E(X) = 1, E(Y ) =

∫∞
0

2y2

(1+y2)2 dy =
∫ π/2

0
2 tan2 θ

(1+tan2 θ)2
dθ

cos2 θ = π
2 , fY |X(y|x) = 2xye−xy2

, fX|Y (x|y) = x(1 + y2)2e−x(1+y2), E(Y |X) =
1
2

√
π
X , E(X|Y ) = 2

1+Y 2 , E(X2|Y ) = 6
(1+Y 2)2

■練習問題 6.16 fX(x) = 4
π

√
1− x2 (0 ≤ x ≤ 1), E(X) = 4

π

∫ 1

0
x
√

1− x2dx = 4
3π , fY |X(y|x) =

1√
1−x2 (0 ≤ y ≤ √

1− x2), E(Y |X) =
√

1−X2

2

■練習問題 6.17 c = 1
2 , fX(x) = 1

2 (sinx + cosx) (0 < x < π/2), E(X) = π
4 , fY |X(y|x) = sin(x+y)

sin x+cos x (0 5
y 5 π

2 )

E(Y |X) = ( π
2−1) sin X+cos X

sin X+cos X

■練習問題 6.18 (1)
∫ ∫

0<y<x<∞ e−2x−ydxdy = 1
2

∫∞
0

e−3ydy = 1
6 , c = 6 (2)fX(x) = 6(e−2x −

e−3x) (x > 0) (3)fY (y) = 3e−3y (y > 0) (4) E(X) = 5/6 (5) E(Y ) = 1/3 (6)fY |X(y|x) =
e−2x−y

e−2x−e−3x (0 < y < x), (7)fX|Y (x|y) = 2e−2(x−y) (0 < y < x < ∞) (8)E(X|Y )) = Y + 1/2

(9) 1
4 (∵ Y = yのもとで　X = y +Exp(2)) (10)E(XY |Y ) = Y (Y +1/2) (11)E(XY ) = E(E(XY |Y ))) =

E(Y 2 + Y
2 ) = 7/18 もちろん、直接 E(XY )を計算してもよい (12)Cov(X, Y ) = 1/9　

■練習問題 6.19 (1)f(X,Y )(x, y) = fY |X(y|x)fX(x) = xe−xye−x (2)fY (y) = 1
(1+y)2 (3) E(Y |X =

x) =
∫∞
0

yfY |X(y|x)dy = 1
X (4)V (Y |X) = V (Exp(x)) = 1

x2 (5)fX|Y (x|y) = x(1 + y)2e−x(1+y)

(6)E(X|Y ) = 1
1+Y (7) V (X|Y ) = E(X2|Y )− E(X|Y )2 = 2

(1+Y )2

■練習問題 6.20 (1) E(X2|X1 = x) = 2x + 1 (2)E(X2) = E(E(X2|X1) = E(2X1 + 1) = 5 (3)

V (X2|X1 = x) = x2 (4) V (X2) = E(V (X2|X1)) + V (E(X2|X1)) = E(X2
1 ) + V (2X1 + 1) =

22 + 32 + 2232 = 49 (5) E(X1X2) = E(X1E(X2|X1)) = E(X1(2X1 + 1)) = 2(22 + 32) + 2 = 28

(6)Cov(X1, X2) = 28− 2 ∗ 5 = 18
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(7)E(X3) = E(E(X3|X1, X2)) = E(3X1+X2) = 11 (8)V (X3) = E(V (X3|X1, X2))+V (E(X3|X1, X2)) =

E((X1 + X2)2) + V (3X1 + X2) = 381

■練習問題 6.21 (1) 1
4! = 1

24 (2)P (U2が最大 ∩ U3 > U4) = 1
8

(3) fU(2)(x) = 4!
2 x(1− x)2 = 12x(1− x)2 U(2) ∼ β(2, 3)

(4) E(U(2)) = E(β(2, 3)) = 2
5 (5) V (U(2)) = V (β(2, 3)) = 1

25

(6)f(U(3),U(4))(x, y) = 12x2 (0 < x < y < 1) (∴ P (U(3) + U(4) < 1) =
∫ 1/2

0
dx

∫ 1−x

x
12x2dy = 1

8

(7) 2
5

■練習問題 6.22 (1)FX(x) = x2 　より、fX(3)(x) = 5!
2!2!(x2)2(2x)(1− x2)2

(2)E(X(3)) = 160
231 (3) f(X(4),X(5))(x, y) = 5!

3! (x
2)3(2x)(2y) = 80x7y (0 5 x 5 y 5 1) (4) fX(4)|X(5)

(x|y) =
f(X(4),X(5))

(x,y)

fX(5) (y) = 8x7

y8 (0 5 x 5 y)

(5)E(X(4)|X(5)) =
∫ X(5)

0
x 8x7

X(5)
8 dx = 8X(5)

9

■練習問題 6.23(∗) U1, U2 ∼ U(0, 1) とし、 U(1), U(2) を考えると f(U(1),U(2))(x, y) = 2 (0 < x < y < 1)

X は X =





U(1) U(1) 5 1− U(2)

U(2) U(1) > 1− U(2)

0 5 u 5 1 として FX(u) = P (U(1) 5 x ∩ U(1) 5 1− U(2)) + P (U(2) 5 x ∩ U(1) > 1− U(2))

0 5 u 5 1/2 のとき、　 FX(x) = P (U(1) 5 x ∩ U(1) 5 1− U(2)) =
∫ u

0
dx

∫ 1−x

x
2dy = 2u− u2

1/2 5 u 5 1 のとき、FX(u) = P (X 5 1/2) + P (1/2 < X < u) = 1/2 + P (1/2 < U(2) < u ∩ U(1) >

1− U(2)) = 1/2 +
∫ u

1/2
dy

∫ y

1−y
2dx = 2u2 − 2u + 1

■練習問題 6.24 (1) fR(u) = 2(2− 1)
∫ 2π−u

0
(FU (u + x)− FU (x))2−2

fU (u + x)fU (x)dx = 2π−u
(2π)2

(2) Y =





R R 5 π

2π −R R > π

　より、E(Y ) = E(R, R 5 π) + E(2π −R, R > π) =
∫ π

0
u 2π−u

(2π)2 du +
∫ 2π

π
(2π − u) 2π−u

(2π)2 du = π
2

■練習問題 6.25 (1) 対称性より明らかにどちらも 1
120 (2)1,2,3 どうし 4,5 どうしは入れ替えてもよいので　

求める確率=3!2!P (X1 < X2 < X3 < X4 < X5) = 1
10

■練習問題 6.26 (1) FX(n)(x) = F (x)n より、　 fX(n)(x) = nF (X)n−1f(x) (2) FX(1)(x) = 1−(1−F (x))n

より、　 fX(1)(x) = n(1− F (x))n−1f(x)

(3)fX(i)(x) = n!
(i−1)!(n−i)!F (x)i−1f(x)(1−F (x))n−i (4)fX(i),X(j)(x, y) = n!

(i−1)!(j−i−1)!(n−j)!F (x)i−1f(x)(F (y)−
F (x))j−i−1f(y)(1− F (x))n−j

(5)fX(n)−X(1)(x) =
∫∞
−∞ fX(1),X(n)(u, x + u)du = n(n− 1)

∫∞
−∞ f(u)(F (x + u)− F (u))n−2f(x + u)du

(6) FYi,n(x) = PYi,n(x) = P (F (X(i)) 5 x) = P (X(i) 5 F−1(x))よって　 fYi,n(x) = fX(i)(F
−1(x))(F−1(x))′ =

n!
(i−1)!(n−i)! (F (F−1(x))i−1f(F−1(x))(1 − F (F−1(x))n−i(F−1(x))′ = n!

(i−1)!(n−i)!x
i−1(1 − x)n−i (∵

F (F−1(x)) = xの両辺を xで微分して　 f(F−1(x))(F−1(x))′ = 1) ∴ Yi,n ∼ β(i, n−i+1) ∴ E(Yi,n) = i
n+1

別解　 Fは単調増加なので, Yi,n = F (X1), F (X2), . . . , F (Xn) の　第 i 位順序統計量=U1, U2, . . . , Un (

Ui ∼ U(0, 1)で独立) の　第 i位順序統計量　 ∼ β(i, n− i + 1)

(8) FZn,n(n − x) = P (Zn,n 5 n − x) = P (Yn,n 5 1 − x/n) =
∫ 1−x/n

0
nun−1du = (1 − x

n )n

∴ lim
n→∞

FZn,n(n− x) = e−x (つまり、n− Zn,n = n(1− Yn,n) −−−−→
n→∞

Exp(1))
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(9) FZ1,n
(x) = P (Y1,n 5 x/n) = 1− (1− x/n)n −−→

n→
1− e−x (つまり　 Z1,n −−→

n→
Exp(1))

■練習問題 6.27 (1)F̄X(t) = exp{−Ct− A
B+1 tB+1},t px = exp{−Ct− A

B+1 ((x + t)B+1 − xB+1)}
(2)F̄X(t) = (t + B)−A(t+B)BABe−t(C−A),t px = (x + t + B)−A(t+x+B)(x + B)A(x+B)e−t(C−A)

■練習問題 6.28 (1)T−x
2 , (T−x−n)2

2(T−x)

(2) 1
λ , e−nλ

λ

(3) (T−x)(2T+x)
3(T+x) , 1

T 2−x2 (T 2n− 1
3 (x + n)3 − 1

3x3)

(4)T−x
3 , (T−x−n)2(2T+x+n)

3(T 2−x2)

(5) 1
2λ , e−2nλ

2λ

(6)
2e−λx

λ − e−2λx

2λ

1−(1−e−λx)2
,

2e−λ(x+n)
λ − e−2λ(x+n)

2λ

1−(1−e−λx)2

■練習問題 6.29 (1) 2t
1−t2 (2) 1

t (3)2t

■練習問題 6.30 (1)1− 1
1+t (2)1− e−t2 (3)1− et4/4 (4)1− ee−t−1 *7

■練習問題 6.31 F̄X(t) = e−
R t
0 as3ds = e−at4/4 よって　 e−a44/4 = 1/2　より、a = log 2

43

F̄X(6) = e−a64/4 = ( 1
2 )(

3
2 )4

■練習問題 6.32 fX(t) =





(1− t)e−t+t2/2 (0 5 t 5 1)

(t− 1)et−t2/2−1 (t = 1)
m = 1 +

√
log4− 1

■練習問題 6.33 P (X > 1) = e−
R 1
0

1
2 ds = e

−1
2 , P (X > 2) = e−

R 1
0

1
2 ds+

R 2
1 sds = e−2

上よりメディアンは 1と 2の間にあることがわかるので
∫ m

1
sds = log 2− 1

2 よりm =
√

2 log 2

■練習問題 6.34 max(X1, . . . , Xn) ∼ Be(1− (1− p1) · · · (1− pn)),min(X1, . . . , Xn) ∼ Be(p1 · · · pn)

■練習問題 6.35 Yi = 1(ifXi = 0 ∩ Xi+1 = 1), 0(otherwise) とすると、E(Yi) = p(1 − p) より、E(Y ) =

E(Y1+ · · ·+Yn−1) = (n−1)p(1−p),また、E(Y 2
i ) = p(1−p), V (Yi) = p(1−p)(1−p+p2), E(YiYi+1) = 0よ

り、Cov(Yi, Yi+1) = −p2(1 − p)2,　独立性より, Cov(Yi, Yj) = 0 (|i − j| ≥ 2 のとき) となるので, V (Y ) =

V (Y1)+ · · ·+V (Yn−1)+2Cov(Y1, Y2)+ · · ·+2Cov(Yn−2, Yn−1) = p(1−p)((3p2−3p+1)n−5p2 +5p−1)

■練習問題 6.36 X ∼ B(n, 1
2 ), Y ∼ B(n, 5

18 ), E(X) = 1
2n, V (X) = 1

4n,E(Y ) = 5
18n, V (Y ) =

65
324n,E(XiYi) = 1

4より、Cov(Xi, Yi) = 1
4 − 1

2 · 5
18 = 1

9 ∴ Cov(X, Y ) = nCov(Xi, Yi) = 1
9n

max(Y −3, 0)+min(Y −3, 0) = Y −3より、期待得点=E(max(Y −3, 0)) = E(Y −3)−E(min(Y −3, 0)) =
5n
18 − 3 + 3( 13

18 )n + 2n( 5
18 )( 13

18 )n−1 + n(n−1)
2 ( 5

18 )2( 13
18 )n−2

■ 練習問題 6.37 　

事象 Aが起こる確率は 5
8 なので、 E(X) = E(2B(n, 5

8 )) = (3
8 + 2 ∗ 5

8 )n = ( 13
8 )n, E(X2) = E(4B(n, 5

8 )) =

( 23
8 )n

, V (X) = E(X2)− E(X)2 = ( 23
8 )n − ( 13

8 )2n

E(Y ) = E(max(B(n, 5
8 )−2, 0)) = E(B(n, 5

8 )−2)−E(min(B(n, 5
8 )−2, 0)) = 5

8−2−(−2( 3
8 )n−n 5

8 ( 3
8 )n−1)

E(Y 2) = E((B(n, 5
8 )−2−min(B(n, 5

8 )−2, 0))2) = V (B(n, 5
8 ))+E(B(n, 5

8 ))2−2(B(n, 5
8−2)min(B(n, 5

8 )−
2, 0) + (min(B(n, 5

8 )− 2, 0))2) = 15n
64 + 25n2

64 − 5n
2 + 4− 4( 3

8 )n − n 5
8 (3

8 )n−1

*7 本問は FX(∞) = 1− e−1 < 1 となってしまうが, これは　 P (X = ∞) = e−1 と解釈する。



8.6 第 6章練習問題解答 157

E(Z) =
∑n

i=1 E(2iξi) =
∑n

i=1
5
4 (2n − 1)

V (Z) =
∑n

i=1 V (2iξi) =
∑n

i=1 4i 15
64 = 5

16 (4n − 1), ここで　ξ ∼ Be( 5
8 )で独立

■練習問題 6.38 n+1−X ∼ X, n−Y ∼ Y でX, Y は独立 より、　 P (X > Y ) = P (n+1−X > n−Y ) =

P (Y + 1 > X) = P (Y = X) , ∴ P (X > Y ) = 1
2

■練習問題 6.39 (1)P (XY 5 4) + P (X 5 2)−P (XY 5 4∩X 5 2) = 8
N2 + 2

N − 6
N2 = 2(N+1)

N2 (2)N+1
2

(3)
∑N

k=1 k2 1
N = (N+1)(2N+1)

6 , V (X) = E(X2)− E(X)2 = N2−1
12

(4) (N+1)(N+2)
3 (5) 1

N+1 (6) N+3
4(N+1)(N+2) (7) 3N+1−3

2N

(8) P (X 5 k)P (Y 5 k) = k2

N2 (9) 2k−1
N2

(10) (N−k+1)2

N2 (11) 2(N−k)+1
N2

(12) (N+1)(4N−1)
6N (13) (N+1)(N−1)(2N2+1)

36N2

(14) (N+1)(2N+1)
6N (15)P (X = k) =

∑N
l=k

1
N = N−k+1

N , E(X, X = k) =
∑N

l=k l 1
N = 1

N
k+N

2 (N − k +1), ∴
E(X|X = k) = E(X,=k)

P (X=k)
= k+N

2

(16)P (X 5 k) = k
N , E(X2, X 5 k) =

∑N
l=1 l2 1

N = k(k+1)(2k+1)
6N , ∴ E(X|X 5 k) = (k+1)(2k+1)

6

(17) P (X = Y ) =
∑N

k=1 P (k = Y )P (X = k) = N+1
2N , E(X, X = Y ) =

∑
k=l=1 kP (X = k ∩ Y = l) =

∑N
k=1 k2 1

N2 = (N+1)(2N+1)
6N , ∴ E(X|X = Y ) = 2N+1

3

(18) N(N+1)
2 (19)X + E(Y ) = X + N+1

2

(20)E(X|X + Y ) = E(Y |X + Y )より、　 E(X|X + Y ) = E(X|X+Y )+E(Y |X+Y )
2 = E(X+Y |X+Y )

2 = X+Y
2

■練習問題 6.40 (1)P (XY 5 4) + P (X 5 2) − P (XY 5 4 ∩ X 5 2) = 6
N(N−1) + 2

N − 4
N(N−1) = 2

N−1

(2)N+1
2

(3)
∑N

k=1 k2 1
N = (N+1)(2N+1)

6 , V (X) = E(X2)− E(X)2 = N2−1
12

(4) (N+1)(N+2)
3 (5) 1

N+1 (6) N+3
4(N+1)(N+2) (7) 3N+1−3

2N

(8) P k(k−1)
N(N−1) (9)k(k−1)−(k−1)(k−2)

N(N−1) = 2(k−1)
N(N−1)

(10) (N−k)(N−k+1)
N(N−1) (11) 2(N−k)

N(N−1)

(12) 2(N+1)
3 (13)E(max(X,Y )(max(X, Y )+1)) = (N+1)(N+2)

2 , V (max(X,Y )) = E(max(X, Y )(max(X, Y )+

1))− E(max(X, Y ))− E(max(X, Y ))2 = (N+1)(N−2)
18

(14)N+1
3 (15)P (X = k) =

∑N
l=k

1
N = N−k+1

N , E(X, X = k) =
∑N

l=k l 1
N = 1

N
k+N

2 (N − k + 1), ∴
E(X|X = k) = E(X,=k)

P (X=k)
= k+N

2

(16)P (X 5 k) = k
N , E(X2, X 5 k) =

∑N
l=1 l2 1

N = k(k+1)(2k+1)
6N , ∴ E(X|X 5 k) = (k+1)(2k+1)

6

(17) P (X = Y ) =
∑N

k=1 P (k > Y )P (X = k) = 1
2 , E(X, X = Y ) =

∑
k>l=1 kP (X = k ∩ Y = l) =

∑N
k=1 k(k − 1) 1

N(N−1) = N+1
3 , ∴ E(X|X = Y ) = 2(N+1)

3

(18) (N+1)(3N+2)
6 (19)E(Y |X = k) =

∑
l 6=k lP (Y =l∩X=k)

P (X=k) = 1
N−1 (N(N+1)

2 − k), E(Y |X) =
1

N−1 (N(N+1)
2 −X), E(X + Y |X) = X + 1

N−1 (N(N+1)
2 −X)

■練習問題 6.41 (1) 6
N3 (2) 3

N3 (3)P (max(X, Y, Z) > k) = 1 − P (max(X, Y, Z) 5 k) =

1− k3

N3 , E(max(X,Y, Z) =
∑N

k=0 P (max(X, Y, Z) > k) =
∑N

k=0(1− k3

N3 ) = (N+1)(3N−1)
4N

(4)
∑N

k=1 P (X + Y = k)P (Z = k) =
∑N

k=1(k − 1) 1
N3 = N−1

2N2

(5)
∑N

k=1 P (X + Y 5 k)P (Z = k) =
∑N

k=1 k(k − 1) 1
2N3 = (N+1)(N−1)

6N2

(6)P (X = Y + Z) = (N+1)(N−1)
6N2 , E(X, X = Y + Z) =

∑N
l=1 lP (X = l)P (Y + Z 5 l) =

(N+1)(N−1)(3N+2)
24N2 , E(X|X = Y + Z) = 3N+2

4

(7)Y + Z + E(X) = Y + Z + N+1
2 (8)X+Y +Z

3
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■練習問題 6.42 (1){1, 2, 3} だけなので求める確率= 1

(N
3 )

(2){1, 2, 6} と {1, 3, 4} だけなので求
める確率= 2

(N
3 )

(3) E(Xi) =
∑N

k=1 kP (Xi = k) = 1
N

N(N+1)
2 = N+1

2 , E(X2
i ) = 1

N

∑N
k=1 k2 =

(N+1)(2N+1)
2 , V (Xi) = N2−1

12 (4)E(X1, X1 > X2, X1 > X3) =

1
N(N − 1)(N − 2)

∑

15l<k5N,15m<k5N,l 6=m

k =
1

N(N − 1)(N − 2)

N∑

k=1

k(k − 1)(k − 2) =
N + 1

4
ま た 、

P (X1 > X2, X1 > X3) = 1
3 つまり、E(X1|X1 > X2, X1 > X3) = 3(N+1)

4 　 (5) E(X1, X2 < X1 < X3) =

1
N(N − 1)(N − 2)

∑

15k<l<m5N

l =
1

N(N − 1)(N − 2)

N−1∑

l=2

(l − 1)l(N − l) =
N + 1

12

(4) i 6= j として E(XiXj) = 1
N(N−1)

∑
k 6=l kl = (N+1)(3N+2)

12 , Cov(Xi, Xj) = −N+1
12 , ρ(Xi, Xj) = −1

N−1 ,

V (X1 + X2 + X3) = 3V (X1) + 6Cov(X1, X2) = (N+1)(N−3)
4

(3)P (X(1) = k) = (N−k+1
3 )

(N
3 )

(1 5 k 5 N − 2), E(X(1)) =
∑N−2

k=1
(N−k+1

3 )
(N

3 )
= 1

(N
3 )

∑N
l=3

(
l
3

)
= (N+1

4 )
(N

3 )
= N+1

4

P (X(2) = k) = (k−1)(N−k)

(N
3 )

(2 5 k 5 N − 1), E(X(2)) =
∑N−1

k=2 k (k−1)(N−k)

(N
3 )

= 1

(N
3 )

∑N−1
k=2 k(k − 1)(N −

2− (k − 2)) = 1

(N
3 )

((N − 2)N(N−1)(N−2)
3 − N(N−1)(N−2)(N−3)

4 ) = N+1
2

P (X(3) 5 k) = (k
3)

(N
3 )

, ∴ P (X(3) = k) = (k
3)−(k−1

3 )
(N

3 )
, E(X(3)) = 1

(N
3 )

∑N
3 k(

(
k
3

) − (
k−1
3

)
) =

1

(N
3 )

∑N
3 ((k + 1)

(
k
3

)− (
k
3

)− k
(
k−1
3

)
) = 3(N+1)

4

(注意　X(1) には　しっぽ定理が有効だが、　X(2), X(3) は、しっぽ確率が複雑になるので　しっぽ定理は有

効ではない。　また　いずれにしても　
∑

(k + 1)k(k − 1)(k − 2) や　
∑

k(k − 1)(k − 2)などの計算に持ち

込むのが筋である。）

■練習問題 6.43 大のサイコロが最初に 6の目が出るまでの回数=X1, 小のサイコロが最初に 6の目が出るま

での回数=X2 とおくと、 X1, X2 は独立で X = max(X1, X2)となる。X1　 ∼ X2Fs(1/6), min(X1, X2) ∼
Fs(11/36) P (X 5 k) = (P (X1 5 k)2 = (1 − ( 5

6 )k)2 E(X) = E(X1 + X2) − E(min(X1, X2)) =

6 + 6− 36
11 = 96

11

■練習問題 6.44 (1)P (C1 = k) =
∞∑

l=k

P (C1 = l) =
∞∑

l=k

p1(1− p1)l =
p1(1− p1)k

1− (1− p1)
= (1− p1)k

(2)P (C1 = C3) =
∞∑

k=0

P (C1 = C3 = k) =
∞∑

k=0

p1(1− p1)kp2(1− p2)k =
p1p2

1− (1− p1)(1− p2)

(3) E(C1 + C3|C3) = E(C1|C3) + E(C3|C3) = E(C1) + C3 = 1−p1
p1

+ C3

(4) P (C1+C2 = l) =
l∑

k=0

P (C1 = k∩C2 = l−k) =
l∑

k=0

P (C1 = k)P (C2 = l−k) =
l∑

k=0

p1(1−p1)kp1(1−

p1)l−k =
l∑

k=0

(p1)2(1− p1)l = (l + 1)(p1)2(1− p1)l

∴ P (C1 = k|C1 + C2 = l) =
P (C1 = k ∩ C2 = l − k)

P (C1 + C2 = l)
=

1
l + 1

(k = 0, 1, . . . l)

∴ E(C2|C1 + C2 = l) =
∑

k=0

kP (C2 = k|C1 + C2 = l) =
l

2
, E(C2|C1 + C2) =

C1 + C2

2

(注意 1　C1+C2 ∼ NB(2, p1)となるので、　P (C1+C2 = l) = P (NB(2, p1) = l) =
(
2+l−1

l

)
p2
1(1−p2)l =
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(l + 1)p2
1(1− p2)l としてもよい。)

(注意 2 C1 + C2 = l のもとで、C2 ∼ DU{0, 1, . . . l} である。)

(注意 3)対称性を用いて　E(C1|C1+C2) = E(C2|C1+C2),∴ E(C2|C1+C2) = E(C1|C1+C2)+E(C2|C1+C2)
2 =

E(C1+C2|C1+C2)
2 = C1+C2

2 としてもよく,これは独立同分布な確率変数すべてで成立することである。

(5) E(C2
2|C1 + C2 = l) =

l∑

k=0

k2P (C2 = k|C1 + C2 = l) =
l(2l + 1)

6
, V (C2|C1 + C2) = E(C2

2 |C1 +

C2)− (E(C2|C1 + C2))2 =
(C1 + C2)(C1 + C2 + 2)

12

(6) E(2C2 |C1 +C2 = l) =
∑

k=0

2kP (C2 = k|C1 +C2 = l) =
2l+1 − 1

l + 1
, E(2C2 |C1 +C2) =

2C1+C2+1 − 1
C1 + C2 + 1

(7)P (C1 = 2C3+1) =
∞∑

k=0

P (C1 = 2k+1∩C3 = k) =
∞∑

k=0

(1−p1)2k+1p2(1−p2)k =
(1− p1)p2

1− (1− p1)
2(1− p2)

(8)P (C1 = 2C3 − 1) =
∞∑

k=1

P (C1 = 2k − 1 ∩ C3 = k) + P (C1 = 0 ∩ C3 = 0) =
∞∑

k=1

(1 − p1)2k−1p2(1 −

p2)k + p2 =
(1− p1)p2(1− p2)

1− (1− p1)2(1− p2)
+ p2

(9)P (C1 + C2 5 C3) =
∞∑

k=0

P (C3 = k ∩ C1 + C2 = k) =
∞∑

k=0

P (C3 = k)P (C1 + C2 = k) =
∞∑

k=0

(1 −

p2)kP (C1 + C2 = k) = E((1− p2)C1+C2) = E((1− p2)C1)E((1− p2)C2) = (
p1

1− (1− p1)(1− p2)
)2

(少し別の書き方 1) P (C1 +C2 5 C3) =
∑

x+y5z

p1(1− p1)xp1(1− p1)yp2(1− p2)z =
∑
x,y

p1(1− p1)xp1(1−

p1)y
∞∑

z=x+y

p2(1−p2)z =
∑
x,y

p1(1−p1)xp1(1−p1)y(1−p2)x+y =
∞∑
x

p1((1−p1)(1−p2))x
∞∑
y

p1(1−p1)x+y =

(
p1

1− (1− p1)(1− p2)
)2

(少し別の書き方 2) P (C1 + C2 5 C3) = E(P (C1 + C2 5 C3|C1 + C2)) = E((1− p2)C1+C2)

■練習問題 6.45 E(t2A+B) = E(t2A)E(tB) = 1−(1−p)2

1−(1−p)2t2

(
(1−p)t
1+1+p + 1

1+1−p

)
= p

1−(1−p)t ∴ 2A+B ∼ Ge(p)

■練習問題 6.46 E(X) = N(1 + 1
2 + 1

3 + · · ·+ 1
N ) ∵ X = 1 + Fs(N−1

N ) + · · ·+ Fs( 1
N )

■練習問題 6.47 X1 ∼ X2 ∼ Ge(p) で独立として α = P (X1 5 1 ∪X2 5 1|H0) = 1− P (Ge(1/6) = 1)2 =

1− ( 5
6 )4 = 671

1296

β = P (X1 = 2 ∩X2 = 2|H1) = ( 1
6 )4 = 1

1296 , 1− β = 1295
1296

■練習問題 6.48 P (T = k) =





0 k = 1

( 5
6 )k−2 1

6 k = 2
∴ T − 1 ∼ Fs( 1

6 ), E(T ) = 1 + 6 = 7, V (T ) = V (Fs(1/6) = 30

■練習問題 6.49 T ∼ NB(n + 1, 1/2), E(T ) = n + 1, V (T ) = 2(n + 1)

0 5 k 5 n として、P (min(T, T ′) = k) = 2∗P ((k, n)から右に 1進む。）= 2
(
n+k

k

)
( 1
2 )n+k ∗ 1

2 =
(
n+k

k

)
( 1
2 )n+k
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*8

■練習問題 6.50 X ∼ NB(4, 1
6 ) + 4, E(X) = 24, V (X) = 120, E(Y |X) = 7

2X,V (Y |X) = 35
12X,E(Y ) =

7
2 · 24 = 84, V (Y ) = 35

12 · 24 + 49
4 · 120 = 1540

■練習問題 6.51 P (Po(70 · 1
100 ) = 0) = e−0.7 (0.7)0

0! + 1
2

■練習問題 6.52 Po(5)のモードは、4と 5

■練習問題 6.53 E(tY ) = E(E(tY |X)) = E(eX(t−1)) =
λ1

λ1+1

1− 1
λ1+1 t

, ∴ Y ∼ Ge( λ1
λ1+1 )

■練習問題 6.54 P (Y = k) = 1
a

∫ a

0
xk

k! e
−xdx = 1

ak! [(−xk − kxk−1 − · · · − k!)e−x]a0 = 1
a (1−∑k

l=0
al

l! e
−a)

E(Y |X) = E(Po(x))|x=X = X, V (Y |X) = V (Po(x))|x=X = X,E(Y ) = E(E(Y |X) = E(X) =
a
2 , V (Y ) = E(V (Y |X)) + V (E(Y |X)) = E(X) + V (X) = a

2 + a2

12

■練習問題 6.55 HG(20, 8, 5)のモードは 2

■練習問題 6.56 Xi = 1(i 回目の試行で番号 i), 0(i 回目の試行で番号が i でない) 　とおくと X = X1 +

X2 + · · ·+XN , E(X1) = 1
N , V (X1) = N−1

N2 , Cov(X1, X2) = E(X1X2)−E(X1)E(X2) = 1
N(N−1) − ( 1

N )2 =
1

N(N−1) , E(X) = NE(X1) = 1, V (X) = NV (X1) + N(N − 1)Cov(X1, X2) = 1

■練習問題 6.57 (1)3/4 + 1/2− 3/4 ∗ 1/2 = 7/8 ( 補集合でもよい。) (2)(1/2)(1/4 + 1) = 5/8(図を書く)

(3)
∫ 1

0
xexudu = ex− 1より、eU1 − 1 (4)

∫ 1

0
(ex− 1)dx = e− 2 (5)

∫ 1

0
dx

∫ x2

0
(x2− y)dy +

∫ 1

0
dy

∫√y

0
(y−

x2)dx = 11
30

(別解　 E(|U1 − U2
2 |) = 2E(max(U1, U

2
2 ))− E(U2

2 )− E(U1) = 2
∫ 1

0
(1− P (max(U1, U

2
2 ) < t))dt =

∫ 1

0
(1−

x3/2)dx− 1
3 − 1

2 = 11
30

(6)E(U1 − U2
2 )2) = E(U2

1 − 2U1U
2
2 + U4

2 ) = 1
5 , V ((U1 − U2

2 ) = 1
5 − ( 11

30 )2 = 59
900

■ 練習問題 6.58 P (Y = k) =
∫ 1

0
P (Y = k|X = x)fX(x)dx =

∫ 1

0
(1− x)kdx = 1

k+1

P (Y = k) = P (Y = k)− P (Y = k + 1) = 1
(k+1)(k+2) (k = 0, 1, 2 . . . )

■ 練習問題 6.59 P (Y = k) =
∫ 1

0
P (Y = k|X = x)fX(x)dx =

∫ 1

0

(
k+2
2

)
x3(1− x)kdx = 3

(k+3)(k+4)

(注意　同様に X ∼ U(0, 1)かつ X = xのもとで Y ∼ NB(α, x) のときは　 P (Y = k) = α
(α+k)(α+1+k) と

なる。

■練習問題 6.60 (1)
∫∞

t
λe−λudu = e−λt

(2)
∫∞
0

P (2M2 < M1 < 5M2|M2 = t)fM2(t)dt =
∫∞
0

P (2t < M1 < 5t)λe−λtdt =
∫∞
0

(e−2λt −
e−5λt)λe−λtdt = 1

6

(3)2M1 + E(M2|M1) = 2M1 + E(M2) = 2M1 + 1
λ

(4)V (2M1|M2) = V (2M1) = 4
λ2

(5) P (M1 > 2M2 + 1) =
∫∞
0

P (M1 > 2u + 1|M2 = u)fM2(u)du =
∫∞
0

P (M1 > 2u + 1)fM2(u)du =∫∞
0

e−λ(2u+1)λe−λudu = e−λ

3

(6) P (M1 > 2M2 − 1) =
∫∞
0

P (M1 > 2u − 1|M2 = u)fM2(u)du =
∫∞
0

P (M1 > 2u − 1)fM2(u)du =∫ 1/2

0
λe−λudu +

∫∞
1/2

e−λ(2u−1)λe−λudu = 1− ( 2
3 )e−

λ
2

*8 この分布は　バナッハのマッチ箱といわれる問題の解である。
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■練習問題 6.61 (1)E(X4) = 24
λ4

(2)P (X3 ≥ 2X1 + 1) =
∫∞
0

P (X3 ≥ 2x + 1)fX1(x)dx =
∫∞
0

e−λ2(2x+1)λ1e
−λ1xdx = λ1e−λ2

λ1+2λ2

(3)P (X3 ≥ 2X1 − 1) = P (X1 < 1
2 ) +

∫∞
0

P (X3 ≥ 2x− 1)fX1(x)dx = 1− e−
1
2 λ1 + λ1e−

1
2 λ1

λ1+2λ2

(4)P (X3 ≥ 2X1 + X2) = E(P (X3 ≥ 2X1 + X2|X2)) = E(λ1e−λ2X2

λ1+2λ2
) = λ2

1
(λ1+2λ2)(λ1+λ2)

(5)P ([X1] = k) =
∫ k+1

k
λ1e

−λ1xdx = e−λ1k(1− e−λ1)

(6)P ({X1} ≤ k) =
∑∞

k=0

∫ k+x

k
λ1e

−λ1tdt =
∑∞

k=0 e−λ1k(1− e−λ1x) = 1−e−λ1x

1−e−λ1

∴ f{X1}(x) = λ1e−λ1x

1−e−λ1
(0 < x < 1)

(7)E(X1|X1 + X2) = X1+X2
2

(8)V (X1|X1 + X2) = (X1+X2)
2

12

(注意　 [X1]と {X1}は独立.)

■練習問題 6.62 一般に fY (y) =
∫

fY |X(y|x)fX(x)dx なので fY |X(y|x) = xe−xy, fY (y) =∫ a

0
xe−xyλe−λxdx = λ

(λ+y)2 (0 < y)

■練習問題 6.63 fY |X(y|x) = xe−xy, fY (y) =
∫ a

0
xe−xy · 1

adx = 1
ay2

∫ ay

0
ue−udu = 1

ay2 [(−u− 1)e−u]ay
0 =

1
ay2 (1− (1 + ay)e−ay)

■練習問題 6.64 明らかに　 P (0 < Y < 1) = 1 0 < x < 1 に対して　 P (Y < x) = P (Y < x ∩ X >

1) + P (Y < x ∩ 0 < X < 1) = P (X > 1
x ) + P (0 < X < x) = 1− FX( 1

x ) + FX(x)

fX(x) = d
dx (1− FX( 1

x ) + FX(x)) = 1
x2 e−

1
x + e−x (0 < x < 1)

■練習問題 6.65 X1 + X2 + · · ·+ Xn ∼ Γ(n, 1
µ ) ∼ µΓ(n, 1) ∴ E((X̄)2) = 1

n2 E((µ)2(Γ(n, 1)2) = µ2n(n+1)
n2

、an = n
n+1

E((X̄)3) = 1
n3 E((µ)3(Γ(n, 1)3) = µ2n(n+1)(n+2)

n3 、an = n2

(n+1)(n+2)

fExp(1/µ)(x) = 1
µe−

x
µ , ∂

∂µ log f(x) = x
µ2 − 1

µ

よって　 I(µ) = V ( ∂
∂µ log f(X)) = V ( X

µ2 − 1
µ ) = V (X)

µ4 = 1
µ2

一方　 V (X̄) = µ2

n つまり　 V (X̄) = 1
nI(µ) が成立しクラーメル・ラオの不等式での下限となっている。　

よって　 X̄ は母平均 µの有効推定量.

■練習問題 6.66 (1)E(X1) = p1
a

(2)E( X1+X2
X1+X2+X3

) = E(β(p1 + p2, p3)) = p1+p2
p1+p2+p3

(3)X1 + X2 + X3 ∼ Γ(p1 + p2 + p3, a)

(4)fX1|X1+X2(y|x) = 1
B(p1,p2)

yp1−1(x−y)p2−1

xp1+p2−1 (0 < y < x)

∴ X1 + X2 = xのもとで、X1 ∼ xβ(p1, p2)

(5)E(X1|X1 + X2) = p1(X1+X2)
p1+p2

(6)V (X1|X1 + X2) = p1p2(X1+X2)
2

(p1+p2+1)(p1+p2)2

■練習問題 6.67 (1)E(X2)E(Y 2) = 1 (2)e9/2 (3)5−1/2 (4) 2√
2π

∫∞
0

xe−x2
e−x2/2dx = 2

3
√

2π

(5) 2√
2π

∫∞
0

x2e−3x2
e−x2/2dx = 7−3/2

(6)E(e−X2
)E(e−Y 2

) = 1/3, 別解 1
2π

∫ ∫
0<r<∞,0<θ<2π

e−r2
re−r2/2drdθ = 1/3

(7)E(e−
1
2 X2

E(eXY )|Y )) = E(1) = 1

(8) 1
2π

∫ ∫
0<r<∞,0<θ<2π

cos2 θe−r2
e−r2/2rdrdθ = 1/6

(9) 2n/2E(|X|n) = 2nΓ((n+1)/2)√
π

, (∵正規分布の再生性より, X − Y ∼ N(0, 2) ∼ √
2N(0, 1))
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(10)5n/2E(|X|n) = (10)n/2Γ((n+1)/2)√
π

(11)
∫ 1/3

0
Mχ2

1
(t)dt =

∫ 1/3

0
1√

1−2t
dt = 1−

√
1/3

(12)
∫ 1

0
E(eN

√
x)dx =

∫ 1

0
ex/2dx = 2(e1/2 − 1)

(13)P (max(2M1, 2M2) < 2min(2M1, 2M2)) = 2P (M1 < M2 < 2M1) = 2
∫∞
0

(e−x − e−2x)e−xdx = 1
3ここ

で　 X2 + X2
1 ∼ Γ(1/2, 1/2) + Γ(1/2, 1/2) = Γ(1, 1/2) = 2Exp(1)に注意する。

(14) P (Ge(p) > 2Exp(1)) = E(1− e−Ge(p)/2) = 1− p
1−e−1/2(1−p)

(別解 P (Ge(p) > Exp(1/2)) =
∑∞

k=1(1 − p)k
∫ k

k−1
1/2e−x/2dx =

∑∞
k=1(1 − p)k(e−(k−1)/2 − e−k/2) =

(1−p)(1−e−1/2)
1−(1−p)e−1/2

■練習問題 6.68 (1)X1−µ1
σ1

(2) P (X1−µ1
σ1

5 x−µ1
σ1

) = P (X2−µ2
σ2

= x−µ2
σ2

) より　x−µ1
σ1

= −x−µ2
σ2

, x =
σ1µ2+σ2µ1

σ1+σ2

(3)N(µ1 − µ2 + 3µ3, σ
2
1 + σ2

2 + 9σ2
3)

(4)σ2
1 − σ2

2 + 2σ2
3

(5)χ2
n ∼ Γ(n

2 , 1
2 )

■練習問題 6.69 (1) µ (2) σ2

n (3)σ2

n + µ2

(4)α = P (C|H0) = P (3N(0, 1) > 10) = 1 − Φ( 10
3 ), β = P (Cc|H1) = P (X1+X2+X3−15

3 < 12−15
3 ) =

P (N(0, 1) < −1) = 1− Φ(1)(= Φ(−1))

■練習問題 6.70 再生性より　X1+· · ·+Xn ∼ N(nµ, nσ2)よってE(|(X1−µ)+(X2−µ)+· · ·+(Xn−µ)|) =

E(|N(0, nσ2)|) = E(
√

nσ|N(0, 1)|) = σ
√

2n
π よって　 an =

√
π
2n

E((X1 − µ)2 + (X2 − µ)2 + · · ·+ (Xn − µ)2)) = σ2E(χ2
n) = σ2E(Γ(n/2, 1/2)) = nσ2,　よって　 bn = 1

n

■練習問題 6.71 a−1
a+b−2

■練習問題 6.72 fY (x) = 1
B(a,b)

xa−1

(1+x)(a+b) (x > 0)(第 2種ベータ分布という。)

fZ(x) = 1
B(a,b)

(x−d)a−1(c−x)b−1

(c−d)a+b−1

■練習問題 6.73 P (X = k) =
∫ 1

0
P (X = k|p = x)xa−1(1−x)b−1

B(a,b) dx =
∫ 1

0
x(1 − x)k xa−1(1−x)b−1

B(a,b) dx =
B(a+1,b+k)

B(a,b)

E(X) =
∑∞

k=0 k
∫ 1

0
x(1− x)k xa−1(1−x)b−1

B(a,b) dx
∫ 1

0
(1−x)

x
xa−1(1−x)b−1

B(a,b) dx = a−1
b

V (X) = E(V (X|p)) + V (E(X|p)) = E( 1−p
p2 ) + V ( 1−p

p ) = (a+b−1)b
(a−1)(a−2) + (a+b−1)b

(a−1)2(a−2) = (a+b−1)ab
(a−1)2(a−2)

■練習問題 6.74 Fm,n = n
m

1−β( n
2 , m

2 )

β( n
2 , m

2 ) より、FFm,n(x) = 1 − Fβ( n
2 , m

2 )( 1
mx
n +1 ) 　微分して fFm,n(x) =

(m/n)m/2xm/2−1

B( n
2 , m

2 )( m
n x+1)

m+n
2

ft2n
(x) = (1/n)1/2x1/2−1

B( n
2 , 1

2 )( 1
n x+1)

1+n
2

x > 0のとき、P (0 < tn < x) = 1
2P (t2n < x2)より、

ftn(x) = xft2n
(x2) = 1

√
nB( n

2 , 1
2 )(1+ x2

n )
n+1

2
(−∞ < x < ∞)

E(Fm,n) = n
n−2 (n > 2), V (Fm,n) = 2n2(m+n−2)

m(n−2)2(n−4) (n > 4)

E(tn) = 0, (n > 1) , V (tn) = n
n−2 (n > 2)

■練習問題 6.75 X ∼ B(n, 1
6 )より、　 E(X) = n

6 , V (X) = 5n
36

また　 Z −X = T とおくと、　 (X,Y, T ) ∼ mul(n; 1/6, 1/6, 1/3) (4項分布)となるので
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(X,Y ) ∼ mul(n; 1/6, 1/6), (X, T ) ∼ mul(n; 1/6, 1/3), (Y, T ) ∼ mul(n; 1/6, 1/3) より、

　 Cov(X, Y ) = −n
36 , Cov(X, T ) = Cov(Y, T ) = −n

18

Cov(X, Z) = Cov(X, X) + Cov(X, T ) = 5n
36 − n

18 = n
12

Cov(Y,Z) = Cov(Y,X) + Cov(Y, T ) = −12
n

V (Y + Z) = V (B(n, 2/3)) = 2n
9 , V (X + Z) = V (X) + 2Cov(X,Z) + V (Z) = 5n

9

■練習問題 6.76 (1)X ∼ N(2, 1) (2)Y ∼ N(−3, 6) (3)E(X + Y ) = −1, V (X + Y ) = V (X) +

2Cov(X, Y ) + V (Y ) = 3, X + Y ∼ N(−1, 3)

(4)から (6)は fX|Y (x|y)を計算してもよいが別のやり方で求めよう。
Y +3√

6
= Z1 ∼ N(0, 1)

, X−2
1 =

√
1− ρ2Z2 + ρZ1 =

√
1
3Z2 −

√
2
3Z1 (Z2 ∼ N(0, 1)　で Z1と独立),

E(X|Y ) = E(2 +
√

1
3Z2 −

√
2
3Z1|Z1 = y+3√

6
) = 3−y

3

V (X|Y = y) = V (2 +
√

1
3Z2 −

√
2
3Z1|Z1 = y+3√

6
) = 1

3 , Y = y のもとで　 X ∼ N( 3−y
3 , 1

3 )

■練習問題 6.77 E(X2) = 3
4π B( 3

2 , 1
2 , 1

2 , 1) = 1
5 , V (X) = 19

320

E(XY ) = 3
4π B(1, 1, 1

2 , 1) = 2
5π , Cov(X, Y ) = 2

5π − 9
64

■練習問題 6.78 P (X2 + Y 2 + Z2 > 1)＝ 1− P (X2 + Y 2 + Z2 < 1) = 1− π
6

E(X, X + Y 2 + Z 5 1) =
∫∫∫

0≤x≤1, 0≤y≤1, 0≤z≤1, x+y2+z≤1
xdx dy dz = 1

2B(2, 1
2 , 1, 1) = 8

105

E(X|X + Y 2 + Z 5 1) = 2
7 , E(X|X2 + Y 2 + Z2 < 1) = 3

8 (前頁より) ∴ E(X,X2 + Y 2 + Z2 < 1) = π
16 , (

直接計算してもよい。) ∴ E(X, X2 + Y 2 + Z2 > 1) = E(X)− E(X, X2 + Y 2 + Z2 < 1) = 1
2 − π

16

■練習問題 6.79 P (X, Y ), Q(Z, W )とおくと　E((X−Y )2+(Z−W )2) = 4× 1
4−4E(X)E(Y ) = 1−4( 4

3π )2

極座標で　 P (R cosΘ, R sinΘ)とおくと、すぐにわかるように Rと Θ は独立で

fR(r) = 2r (0 < r < 1), Θ ∼ U(0, π/2) ゆえに　 E(4OPQ) = 1
2E(R1R2| sin(Θ1 − Θ2)|) =

E(R1)E(R2)E(sin |θ1 − θ2|) = 4
9

2(π−2)
π2

(注意　 −π/2 < θ1 − θ2 < π/2　より、 | sin(θ1 − θ2)| = sin |θ1 − θ2| あとは、練習問題 6.81の解答を参照)

　

■練習問題 6.80 E(|X|) = 4
3π , V (|X|) = 1

4 − ( 4
3π )2, Cov(|X|, |Y |) = 1

2π − ( 4
3π )2

■練習問題 6.81 θ1 ∼ θ2 ∼ U(0, π/2)で独立とすると　 P (|θ1 − θ2| 5 x) = 1− (π/2−x)2

π2
4

∴ f|θ1−θ2|(x) = 8π/2−x
π2 (0 5 x 5 π/2)

E(
_

PQ) = E(|θ1 − θ2|) =
∫ π/2

0
x8π/2−x

π2 dx = π
6

E((PQ)2) = E(2 − 2 cos(θ1 − θ2)) = 2 − 2E(cos(|θ1 − θ2|)) = 2 − 2
∫ π/2

0
cosx8π/2−x

π2 dx = 2 −
16
π2

∫ π
2

0
x sin xdx = 2− 16

π2

E(4OPQ) = 1
2

∫ π/2

0
sin x8π/2−x

π2 dx = 4
π2

∫ π/2

0
x cosxdx = 2(π−2)

π2

E(扇形 OPQ) = 1
2

∫ π/2

0
x8π/2−x

π2 dx = π
12

■練習問題 6.82 (1)MZt(α) = E(eαZt) = E(eα(ξ1+···+ξt)) = (E(eαξ1))t = ( eα+e−α

2 )t = cosht α

E(Zte
αZt) = (E(eαZt))′ = t cosht−1 α · sinhα

(2)E(Z3
t − 3tZt|ξ1, . . . , ξt−1) = E((Zt−1 + ξt)3 − 3t(Zt−1 + ξt)|ξ1, . . . , ξt−1)
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= E(Z3
t−1 + 3Z2

t−1ξt + 3Zt−1ξ
2
t + ξ3

t − 3tZt−1 − 3tξt|ξ1, . . . , ξt−1) = Z3
t−1 − 3(t− 1)Zt−1

E( eαZt

cosht α
|ξ1, . . . , ξt−1) = E( eα(Zt−1+ξt)

cosht α
|ξ1, . . . , ξt−1) = eαZt−1

cosht α
E(eαξt) = eαZt−1

cosh( t−1)α

■練習問題 6.83 (1)E(Z(p)
t ) = E(ξ(p)

1 + · · ·+ ξ
(p)
t ) = tE(ξ(p)

1 ) = (2p− 1)t

V (Z(p)
t ) = V (ξ(p)

1 + · · ·+ ξ
(p)
t ) = tV (ξ(p)

1 ) = 4p(1− p)t

(2)M
Z

(p)
t

(α) = E(eαZ
(p)
t ) = E(eα(ξ

(p)
1 +···+ξ

(p)
t )) = (E(eαξ

(p)
1 ))t = (peα + (1− p)e−α)t

E(Z(p)
t eαZ

(p)
t ) = (E(eαZ

(p)
t ))′ = t(peα + (1− p)e−α)t−1(peα − (1− p)eα)

(3)E(Z(p)
t − (2p− 1)t|ξ(p)

1 , . . . , ξ
(p)
t ) = E(Z(p)

t−1 + ξ
(p)
t − (2p− 1)t|ξ(p)

1 , . . . , ξ
(p)
t−1)

= Z
(p)
t−1 + (2p− 1)− (2p− 1)t = Z

(p)
t−1 − (2p− 1)(t− 1)

■練習問題 6.84 (1)gYt
(α) = E(E(αYt |Nt) = E((gX(α)Nt) = e−λt(1−gX(α))

(2)　 gYt
(α) = e−λt(1−(1−p+pα)) = e−λpt(1−α), ∴ Yt ∼ Po(λpt)

(3) gX(α) = log 1−qα
log 1−q , gYt

(α) = ( 1−q
1−qα )−

λt
log 1−q

∴ Yt ∼ NB(− λt
log 1−q , 1− q)

■練習問題 6.85 E(αNθ ) = E(E(αNθ |θ)) = E(e−λθ(1−α)) =
µ

µ+λ

1− λα
µ+λ

∴ Nθ ∼ Ge( µ
µ+λ )

θ ∼ Γ(p, a)なら　 E(αNθ ) = E(E(αNθ |θ)) = E(e−λθ(1−α)) = (
a

a+λ

1− λα
a+λ

)p

∴ Nθ ∼ NB(p, a
a+λ )

■練習問題 6.86 (1)V (Wt) + V (Wt) = 2t (2) Cov(Wt,Ws) + Cov(W ′
t ,Ws) + Cov(Wt,W

′
s) +

Cov(W ′
t ,W

′
s) = s + 0 + 0 + s = 2s

(3) µt (4)t = au　より a = t
u (5)E(Wt|Wu) = E(Wt − aWu|Wu) + aE(Wu|Wu) = E(Wt − aWu) +

aWu = t
uWu (多次元正規分布なので無相関なら独立)

(6) E(Wt − aWu + aWu)2|Wu) = E((Wt − aWu)2) + a2W 2
u = t + t2

u + t2

u2 W 2
u

(7)e
t
2 (8)e2t − et (9)E(e−ttW 2

1 ) = E(e−t2N(0,1)2) = E(e−t2Γ(1/2,1/2) = 1√
1+2t2

(10) E(eσWt+µt) = eµt+ 1
2 σ2t (11)e(2µ+σ2)t(eσ2t − 1)

(12)
∫ t

0
E(Wv)dv = 0 (13)

∫ t

0
E(W 2

v )dv =
∫ t

0
vdv = t2

2

(14)2
∫∫

05v5q5t

∫ t

0
vdvdq = t3

3

(15) まず　 Cov(Wt − aWs − bWu,Ws) = Cov(Wt − aWs − bWu,Wu) = 0となるように　 a, bをとると、

a = u−t
u−s , b = t−s

u−s , すると、E(Wt|Ws,Wu) = aWs + bWu + E(Wt − aWs − bWu|Ws,Wu) =

aWs + bWu + E(Wt − aWs − bWu)

= aWs + bWu = u−t
u−sWs + t−s

u−sWu (多次元正規分布より両方ともに無相関なら　両方に対して独立になる。

■練習問題 6.87 (1)特殊解は 3n 特性方程式の解は　 2(重解) an = 3n + (C + Dn)2n とおけ、境界条件よ

り　 an = 3n + (3n + 1)2n

(2)特殊解は　− 1, an = 45n − 1 (3)特殊解は　 −n− 1
2 , an = −n− 1

2 + 7
25n

(4)特殊解は　 n5n

5 , an = (n
5 + 3)5n (5) 特性解は-2,3 , an = (−2)n + 43n

(6) 特殊解は　 n− 1
6 , an = −n− 1

6 + −2
5 (−2)n + 2

53n

(7) 特殊解は　 2n, 特性解は-3,1, an = 1 + 2n

(8) 特性解は　 1±√5
2 (黄金数, golden number), an = 1√

5
(( 1+

√
5

2 )n − (1−√5
2 )n)

(9) 特性解は　 ±√−1 、 an = 1
2 ((
√−1)n + (−√−1)n)

(10) 特殊解は 2, 特性解は　-1,2,3 、 an = 2 + (−1
2 )(−1)n + 42n + (−1

2 )3n
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■練習問題 6.88 pn = 1
1+αpn+1 + α

1+αpn−1, p0 = 1, p1 = 0より、pn = αn−αN

1−αN

bn=最初の所持金が　 n$ のときにゲームをやめるまでの回数の期待値とすると、　 bn = 1 + 1
1+αbn+1 +

α
1+αbn−1

境界条件は　 b0 = bN = 0 で特殊解は − 1+α
1−αn, bn = − 1+α

1−αn + N(1+α
1−α

αn−1
αN−1

■練習問題 6.89(∗∗) qn = P (Y = n) とおくと　定義より、n = 1に対して　 qn+1 = 1
2pn (最初に表が出た

場合のみを考えている)　また　 q1 = 1
2 である。また　 pn+1 = 1

2qn + 1
2pn (最初に表がでたらリーチがか

かり、裏がでたらもとに戻るからである。）これらより　 pn の漸化式を求めると　 pn+1 = 1
4pn−1 + 1

2pn とな

り、この特性方程式は t2 − 1
2 t− 1

4 = 0で　特性解は (α, β) = ( 1+
√

5
4 , 1−√5

4 )となる。pn = Cαn−1 + Dβn−1

とおけるので、　 (注意、　 pn = Cαn + Dβn とおくと、p1, p2 から C,D を求めるのはめんどうになる。)

(p1, p2) = (0, 1/4)から　 (C, D) = ( 1
2
√

5
, −1

2
√

5
)となる。　つまり、　 pn = 1

2
√

5
(αn−1 − βn−1) すると、　

E(tX) =
∑
n=1

pntn =
t2

4

1− 1
2 t− 1

4 t2
計算には解と係数の関係　 α + β = −1

2 , αβ = −1
4 を用いた。また、　

E(t X) = 1
2E(t1+Y ) + 1

2E(t1+X), E(tY ) = 1
2 t1 + 1

2E(t1+X)を解いても E(tX)が得られ、これから逆に pn

が求まることにも注意しておく。

■練習問題 6.90 (1) 事象 N > k は　 k 個目のお菓子では、1種類か、2種類しかそろっていないということ

なので、各確率を計算して P (N > k) = 3( 1
3 )k + 3(( 2

3 )k − 2( 1
3 )k) = 3( 2

3 )k − 3( 1
3 )k for k = 1

(2)明らかに　P (N > 0) = 1なので　しっぽ定理よりE(N) =
∞∑

k=0

P (N > k) = 1 +
∞∑

k=1

3((
2
3
)k − 3(

1
3
)k) =

11
2

(注意 練習問題 6.46　と同様に 1 + E(Fs(2/3)) + E(Fs(1/3)) = 3(1 + 1
2 + 1

3 ) = 11
2 でもよい。)

(3)
∞∑

k=0

kP (N > k) = 3
∑

k=1

k((
2
3
)k − (

1
3
)k) =

63
4

(4)
∞∑

k=0

kP (N > k) = E(
∞∑

k=0

k1N>k) = E(
N−1∑

k=0

k) =
(N − 1)N

2
よ っ て 　 E(N2) = 37, V (N) =

37 − (11/2)2 = 27
4 (別解 独立な　 Fs(2/3) と Fs(1/3) で　 V (N) = V (1 + Fs(2/3) + Fs(1/3)) =

1/3
(2/3)2 + 2/3

(1/3)2 = 27
4 でもよい。)
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(1) p2. (2) p. (3) Np2(1−p)N+2+
(
N
3

)
p4(1−p)N−2. (4) 1−p+p(1−p)N . (5) A+B ∼ B(N +1, p).

(6) B1 + B2 ∼ B(2N, p). (7) 4Np(1 − p). (8) 5 1−p
p2 . (9) 1−p

p2 . (10) P [C = k] =
∞∑

i=k

p(1 − p)i =

(1 − p)k. (11) (1 − p)2k+1. (12) 2Np(1 − p). (13) P [C = 偶数] =
∞∑

i=0

p(1 − p)2i =
1

2− p
. (14)

P [K = 偶数] = eλ+e−λ

2 e−λ = 1
2 (1 + e−2λ). (15) P [C1 = 2C2 + 1] =

∞∑

i=0

P (C1 = 2i + 1 ∩ C2 = i) =

∞∑

i=0

(1− p)2i+1p(1− p)i =
1− p

p2 − 3p + 3
. (16) P [C1 = 2C2 − 1] = P (C2 = 0) +

∞∑

i=1

P (C1 = 2i− 1 ∩ C2 =

i) = p+
(1− p)2

p2 − 3p + 3
. (17) C1 +C2 + · · ·+CN ∼ NB(N, p). (18) E[K2] = V (K)+(E(K))2 = λ2 +λ.

(19) E[K(K − 1)] =
∞∑

k=0

k(k − 1)
λke−λ

k!
=

∞∑

k=2

λke−λ

(k − 2)!
= λ2. (20) E

[
1

K+1

]
=

∞∑

k=0

1
k + 1

λke−λ

k!
=
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1− e−λ

λ
. (21) E

[
1

(K+1)(K+2)

]
=

∞∑

k=0

1
(k + 1)(k + 2)

λke−λ

k!
=

1− (1 + λ)e−λ

λ2
. (22) (tp + 1 − p)N .

(23) p
1−t(1−p) , 但し |t| < 1

1−p . (24) E[tC
′
] = E[tC+1] = tp

1−t(1−p) , 但し |t| < 1
1−p . (25) E[tD] =

(E[tC ])N =
(

p
1−t(1−p)

)N
, 但し |t| < 1

1−p . (26) eλ(t2−1). (27) E
[

1
B+1

]
=

∫ 1

0
(tp + 1 − p)Ndt =

1−(1−p)N+1

p(N+1) . (28) E
[

1
K+2

]
= E

[
1

K+1

]−E
[

1
(K+1)(K+2)

]
= λ−1+e−λ

λ2 . (
∫ 1

0
teλ(t−1)dt を計算しても良い。)

(29) p
1−p log( 1

p ). (30) p
(1−p)2 log( 1

p )− p
1−p . (31) k = 0, 1, · · · について以下が成立．

P [min(C1, C2) = k] = 2P [C1 = k , C1 < C2] + P [C1 = C2 = k] = (1− p)2k(1− (1− p)2)

故に，min(C1, C2) ∼ Ge(1− (1− p)2). (32) (1−p)2

1−(1−p)2 . (33) (1−p)2

(1−(1−p)2)2 . (34) 任意の実数 x, yについて

以下が成立する．

max(x, y) =
1
2
(x + y) +

1
2
|x− y| , min(x, y) =

1
2
(x + y)− 1

2
|x− y|

故に，max(x, y) = x + y −min(x, y)と表せるので

E[max(C1, C2)] = 2E[C]− [min(C1, C2)] =
(1− p)(3− p)

p(2− p)
.

(35) k = 0, 1, · · · について，P [max(C1, C2) = k] = 2P [Ge(p) = k]− P [Ge(1− (1− p)2) = k]となるので，

V [max(C1, C2)] = 2E[Ge(p)(Ge(p)− 1)]− E[Ge(1− (1− p)2)(Ge(1− (1− p)2)− 1)]
+E[max(C1, C2)]− (E[max(C1, C2)])2

= 4
(1− p

p

)2

− 2
( (1− p)2

p(2− p)

)2

+
(1− p)(3− p)

p(2− p)
−

( (1− p)(3− p)
p(2− p)

=
(1− p)(2p2 − 5p + 5)

p2(2− p)2
)2

.

(36) 任意の実数 x, y について |x− y| = max(x, y)−min(x, y)が成立するので，

E[|C1 − C2|] = E[max(C1, C2)]− E[min(C1, C2)] =
2(1− p)
p(2− p)

.

(37) p(1−p)|k|

2−p . (38) V [|C1 − C2|] = E((C1 − C2)2) − (E(|C1 − C2|))2 = 2
2−pE[Ge(p)2] −

(E[|C1 − C2|])2 = 2(1−p)
p2 −

(
2(1−p)
p(2−p)

)2

. (39) E[max(k, C)] = kP [C < k] + E[C1(C=k)] =

k + (1−p)k+1

p . (40) E[min(k, C)] = k + E[C] − E[max(k,C)] = 1−p
p − (1−p)k+1

p . (41)

E[|C−k|] = E[max(k, C)]−E[min(k,C)] = k− 1−p
p +2 (1−p)k+1

p ((39), (40), (41)は　E(C|C = k) = k+ 1−p
p

を用いてもできる。) (42) E[|K − λ|] = E[(λ − K)1(K<λ)] + E[(K − λ)1(K=λ)] = −2λP [K =
λ] + 2E[K1(K=λ)] = −2λP [K = λ] + 2λP [K = λ − 1] = 2λλ

(λ−1)!e
−λ . (43) 2 5 k 5 N + 1 の時

は，P [I ′1 + I ′2 5 k] =
1

N2

k−1∑

l=1

k−l∑
m=1

1 =
(k − 1)k

2N2
． N + 2 5 k 5 2N の時は，P [I ′1 + I ′2 5 k] =

1
N2

( k−N∑

l=1

N∑
m=1

1 +
N∑

l=k−N+1

k−l∑
m=1

1
)

=
1

N2

(
N(k − N) + k(2N − k) − N(N + 1)

2
+

(k −N)(k −N + 1)
2

)
.

(44) 1
N+1

1−tN+1

1−t . (45) E
[

1
(I+1)(I+2)

]
= 1

N+1

∑N
k=0(

1
k+1− 1

k+2 ) = 1
N+2 . (46) n−H ∼ HG(N,N−m,n).

(47) m − H ∼ HG(N,m, N − n). (48) P [C = B] =
N∑

k=0

(
N

k

)
pk(1 − p)N−kp(1 − p)k = p(1 − p2)N .

(49) P [C = B] =
∞∑

i=0

P (C = k)P (B = k) = E((1 − p)B) = (1 − p2)N . (50) P [K 5 C] = E(1K5C) =

E(E(1K5C |K)) = E((1 − p)K) = e−λp. (51) E[etX ] = e
1
2 t2 (52) E[etX2

] = 1√
1−2t

, 但し t < 1
2 .
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(53) E[etY ] = exp{µt + 1
2σ2t2}. (54) E[etY 2

] = 1√
1−2σ2t

exp{ µ2t
1−2σ2t} , 但し t < 1

2σ2 . (55)

aX ∼ N(0, a2). (56) aX − bY ∼ N(−bµ, a2 + b2σ2). (57) X2
1 + X2

2 ∼ χ2
2. (58)

E
[

X2
1

X2
1+X2

2+X2
3

]
= 1

3E
[

X2
1+X2

2+X2
3

X2
1+X2

2+X2
3

]
= 1

3 . E(β(1/2, 2/2) = 1/3 でもよい。 (59) V (β(1/2, 2/2) = 4/45.

(60) E(β(1/2, 2/2)n) = 1
2n+1 . (61)

∑n
i=1(Xi− X̄)2 ∼ χ2

n−1. (62) E[|X|] = 2√
2π

∫∞
0

xe−x2/2dx =
√

2
π .

(63) E[|X|m] = 1√
π
2m/2Γ

(
m+1

2

)
. (64) Φ( · ) を標準正規分布の分布関数，Φ−1( · ) をその逆関数と

すると，P [X 5 x] = Φ(x) = P [U 5 Φ(x)] = P [Φ−1(U) 5 x]．故に，f(x) = Φ−1(x)． (65)

P [Y 5 y] = P
[
U 5 Φ

(
y−µ

σ

)]
= P [µ + σΦ−1(U) 5 y]．故に，f(y) = µ + σΦ−1(y) . (66)

P [M 5 x] = P [U 5 1 − e−λx] = P
[ − 1

λ log(1 − U) 5 x
]
．故に，f(x) = − 1

λ log(1 − x) . (67)

E[etX1X2 |X1] = MN(0,1)(tX2) = e
1
2 t2X2

1 . (68) E[etX1X2 ] = E[E[etX1X2 |X1]] = 1√
1−t2

, 但し |t| < 1 .

(69) E[et(X1X2+X3X4)] = (E[etX1X2 ])2 = 1
1−t2 , 但し |t| < 1 . (70) M̃1, M̃2 を独立な確率変数でかつ共

に分布は Exp(1) に従うものとすると次が成り立つ．E[et(X1X2+X3X4)] = 1
1+t

1
1−t = E[e−tM̃1 ]E[etM̃2 ] =

E[et(M̃2−M̃1)]．故に，X1X2 + X3X4 ∼ M̃2 − M̃1. (71)fmax(X1,X2)(x) = 2Φ(x)fX(x). (72) 極

座標を用いて E[max(X1, X2)] = 1√
π
. (73) m が奇数の時は，E[(Y − µ)m] = 0． m が偶数の

時は，E[(Y − µ)m] = σmE[Xm] = σm2m/2 1√
π
Γ
(

m+1
2

)
= σm(m − 1) × (m − 3) × · · · × 3 × 1 ．

(74) feX (x) = 1√
2π

exp
{ − (log x)2

2

}
1
x , x > 0の時．（但し指定された範囲の外では密度関数はゼロ

．以降もそのように約束する．） (75) feY (x) = 1√
2πσ2 exp

{ − (log x−µ)2

2σ2

}
1
x , x > 0 の時． (76)

fUm(x) = 1
mx

1
m−1 ，0 < x < 1 の時． (77) feU (x) = 1/x ，1 < x < e の時． (78) flog U (x) = ex

，x < 0 の時． (79) E[etU ] = et−1
t . (80) V [etU ] = e2t−1

2t − (
et−1

t

)2. (81) P [B = k |B + C =

N ] =
P (B = k)P (C = N − k)

P (B + C = N)
=

(
N
k

)
pk(1− p)2(N−k)

(p + (1− p)2)N
. (82) E[et(M1−M2)] = λ2

λ2−t2 , 但し |t| < λ .

(83) E[etaM ] = λ/a
λ/a−t なので，aM ∼ Exp

(
λ
a

)
. 分布関数、密度関数を用いても良い。 (84)

E[etaO] = (1 − t)−p なので，aO ∼ Γ(p, 1) . (85) flog M (x) = λ exp{x − λex} , 但し x ∈ R .

(86) feM (x) = λ
xe−λ log x ，x > 1 の時． (87) flog O(x) = ap

Γ(p) exp{xp − aex} , 但し x ∈ R . (88)

feO (x) = ap

Γ(p) (log x)p−1x−(1+a) ，x > 1 の時． (89) P [M1 > 3M2] = E[P [M1 > 3M2|M2]] =∫∞
0

P [M1 > 3x]P [M2 ∈ dx] = 1
4 . (90) P [M1 + M2 = 3M3] =

∫∞
0

P [M1 + M2 = 3z]P [M3 ∈ dz] =∫∞
0

(P [M1 = 3z] + P [M1 < 3z , M1 + M2 = 3z])P [M3 ∈ dz] = 7
16 ． (P [M1 + M2 = 3M3] = 1−P (3M3 >

M1 + M2) = 1 − E(e−λ/3M1)E(e−λ/3M2) を用いてもよい。 (91) min(M1, M2) ∼ Exp(2λ). (92)
1
2λ . (93) 1

4λ2 . (94) E[max(M1,M2)] = 2E[M ] − E[min(M1,M2)] = 3
2λ . (95) V [max(M1,M2)] =

E[(max(M1,M2))2]−
(

3
2λ

)2 = 2E[M2
1 1(M1>M2)]−

(
3
2λ

)2 = 2
∫∞
0

dx
∫ x

0
x2fM1(x)fM2(y) dy−(

3
2λ

)2 = 5
4λ2 .

(96) E[|M1−M2|] = E[max(M1,M2)]−E[min(M1,M2)] = 1
λ . (97) V [|M1−M2|] = E[(M1−M2)2]− 1

λ2 =
d2

dt2 E[et(M1−M2)]
∣∣
t=0

− 1
λ2 = d2

dt2
λ2

λ2−t2

∣∣
t=0

− 1
λ2 = 1

λ2 . (98) E[max(a,M)] = E[M1(M>a)] + aP [M 5
a] = a + 1

λe−λa. (99) E[min(a,M)] = a + E[M ] − E[max(a,M)] = 1
λ (1 − e−λa). (100)

E[|M − a|] = E[max(a,M)] − E[min(a,M)] = a − 1
λ (1 − 2e−λa). (101) V [min(a,M)] =

a2P [M = a] + E[M21(M<a)] −
(

1−e−λa

λ

)2 = −2 a
λe−λa + 1−e−2λa

λ2 . (102) E[M |M < x] =∫∞
0

yP [M ∈ dy |M < x] =
∫∞
0

y d
dy P [M 5 y |M < x] dy =

∫ x

0
y fM (y)

P [M<x] dy = 1
λ − xe−λx

1−e−λx．

E[M , M < x] = E(M) − E(M , M > x) = E(M) − E(M |M > x)P (M > x) を用いても良

い。 (103) E[M2 |M > x] =
∫∞
0

y2 d
dy P [M 5 y |M > x] dy =

∫∞
x

y2 fM (y)
P [M>x] dy = x2 + 2x

λ + 2
λ2．

指数分布の無記憶性より　 E(M2|M > x) = E((x + M)2)) や V (M |M > x) = 1
λ2 を用

いても良い。 (104) E[X |X > x] = 1
Φ(x)

∫∞
x

u 1√
2π

e−u2/2du = 1√
2πΦ(−x)

exp{− 1
2x2}. (105)

E[X2 |X > a] = 1√
2πΦ(−a)

a exp{− 1
2a2}+1. (106) E[Y |Y > x] =

σ√
2πΦ

(
µ−x

σ

) exp
{
−1

2

(x− µ

σ

)2}
+µ.
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(107) E[Y 2 |Y > x] =
σ(x + µ)√
2πΦ

(
µ−x

σ

) exp
{
− 1

2

(x− µ

σ

)2}
+ µ2 + σ2. (108) P [NB(2, p) = k] =

P [C1 +C2 = k] = (1− p)k(1+ kp). (109) P [Γ(2, a) 5 x] =
∫∞

x
ue−au = 1− e−ax(1+ ax). (110) · k = 0

の時，P [2C1 −C2 = 2k] = P [C2 = 2(C1 − k)] =
∑∞

l=k P [C2 = 2(l − k)]P [C1 = l] = p(1−p)k

p2−3p+3 ， · k < 0の

時，P [2C1 − C2 = 2k] = P [C2 = 2(C1 + |k|)] =
∑∞

l=0 P [C2 = 2(l + |k|)]P [C1 = l] = p2(1−p)2|k|

p2−3p+3 . (111)

· k = 0の時，P (C1 = 2(C2 − k)− 1) =
∞∑

l=k+1

P (C1 = 2(l − k)− 1)P (C2 = l) =
p2(1− p)k+2

1− (1− p)3

·k < 0の時, P (C1 = 2(C2 − k)− 1) =
∞∑

l=0

P (C1 = 2(l − k)− 1)P (C2 = l) =
p2(1− p)−2k−1

1− (1− p)3

(112) fM1+M2+M3(x) = fΓ(3,λ)(x) = λ3

2 x2e−λx ，x > 0 の時. (113) fM1/M2(x) = 1
(1+x)2 ，x > 0

の時． (114) fmax(M1,M2)(x) = 2λe−λx(1 − e−λx) ，x > 0 の時． (115) E[Um(1 − U)n] =

B(m + 1, n + 1) = 1

(m+n+1)(m+n
m ) . (116) E[Um

1 (1 − U2)n] = E[Um
1 ]E[(1 − U2)n] = 1

(m+1)(n+1) . (117)

λ 5 1 の時，E[MeM ] = ∞．λ > 1 の時，E[MeM ] = d
dtE[etM ]

∣∣
t=1

= d
dt

λ
λ−t

∣∣
t=1

= λ
(λ−1)2 . (118)

fmax(M1,3M2)(x) = λe−λx + 1
3λe−

1
3 λx − 4

3λe−
4
3 λx ，x > 0の時． (119) P [U1 5 U3

2 ] =
∫ 1

0
dy

∫ y3

0
dx = 1

4 .

(120) P [U1 5 U3
2 |U1 5 U2

2 ] = P [U15U3
2 ]

P [U15U2
2 ]

= 3
4 . (121) fU1+U2(x) = 1 − |1 − x| ，0 < x < 2

の時． (122) · 0 < x < 1 の時，fU1+4U2(x) = x/4，· 1 5 x 5 4 の時，fU1+4U2(x) = 1/4，

· 4 < x < 5 の時，fU1+4U2(x) = 5/4 − x/4． (123) fU1−U2(x) = 1 − |x| ，−1 < x < 1 の

時． (124) · 0 < x 5 1 の時，fU1/U2(x) = 1/2，· x > 1 の時，fU1/U2(x) = 1/(2x2)． (125)

fU1U2(x) = log
(

1
x

)
，0 < x < 1 の時． (126) fmin(U1,U2)(x) = 2(1 − x) ，0 < x < 1 の時．

(127) fmax(U1,U2)(x) = 2x ，0 < x < 1 の時． (128) 0 < x < 1 について，P
[ min(U1,U2)
max(U1,U2)

5 x
]

=

2P [U1 5 xU2, U1 5 U2] = 2P [U1 5 xU2] = x．故に 0 < x < 1 の時，f min(U1,U2)
max(U1,U2)

(x) = 1． (129)

f√
X2

1+X2
2
(x) = xe−

1
2 x2
，x > 0の時． (130) E[S2(1− S)2] = B(a+2,b+2)

B(a,b) = (a+1)a(b+1)b
(a+b+3)(a+b+2)(a+b+1)(a+b) .

(131) E[(2β(a, a)−1)2m+1] = 1
B(a,a)

∫ 1

0
(2x−1)2m+1xa−1(1−x)a−1 dx（ここで x = sin2 θ (0 5 θ 5 π/2)と変

数変換すると）= − 1
B(a,a)

(
1
2

)2(a−1) ∫ π/2

0
(cos(2θ))2m+1(sin(2θ))2a−1 dθ = 0． (132) E[max(|X1|, |X2|)] =

8E[X11(X1=0)1(05X25X1)] = 2√
π

. (133) E[min(|X1|, |X2|)] = 2E[|X|] − E[max(|X1|, |X2|)] =
4√
2π

− 2√
π

. (134) E
[ min(|X1|,|X2|)
max(|X1|,|X2|)

]
= 8E

[
X2
X1

1(X1=0)1(05X25X1)

]
= 8

∫∞
0

∫ x

0
y
xfX(x)fX(y) dx dy

（ここで極座標変換を施すと）= 4
π

∫∞
0

re−
1
2 r2

dr
∫ π/4

0
sin θ
cos θ dθ = 4

π

[ − log(cos θ)
]π/4

θ=0
= 2

π log 2．

(135) E
[ (min(|X1|,|X2|))2

max(|X1|,|X2|)
]

= 8
∫∞
0

∫ x

0
y2

x fX(x)fX(y) dx dy = 4
π

∫∞
0

r2e−
1
2 r2

dr
∫ π/4

0
sin2 θ
cos θ dθ = 2

√
2
π∫ π/4

0
( 1
cos θ − cos θ) dθ = 2

√
2
π

[
log

(
1

cos θ + tan θ
) − sin θ

]π/4

θ=0
= − 2√

π
+ 2

√
2
π log(1 +

√
2) . あるい

は，2
√

2
π

∫ π/4

0
sin2 θ
cos θ dθ = 2

√
2
π

∫ π/4

0
sin2 θ√
1−sin2 θ

dθ（ここで z = sin θ (0 5 z 5 1√
2
) と変数変換して）

= 2
√

2
π

∫ 1/
√

2

0

(
1

1−z2 − 1
)
dz = − 2√

π
+

√
2
π

∫ 1/
√

2

0

(
1

1+z + 1
1−z

)
dz = − 2√

π
+

√
2
π

( [
log(1 + z)

]1/
√

2

z=0
+

[ − log(1 − z)
]1/

√
2

z=0

)
としてもよい． (136) P [[M ] = k] = P [k 5 M < k + 1] = (1 − eλ)(e−λ)k な

ので，[M ] ∼ Ge(1 − e−λ)． (137) x > 0 について，FX2
1+X2

2
X2

3

(x) = E[P [X2
1 + X2

2 5 xX2
3 |X3]] =

∫∞
−∞ P [X3 ∈ dy3]

∫∫
y2
1+y2

25xy2
3
fX(y1)fX(y2) dy1dy2 =

∫∞
−∞ P [X3 ∈ dy3]

∫√x|y3|
0

∫ 2π

0
1
2π e−

1
2 r2

r dr

dθ = · · · = 1 − 1√
1+x
． (138) fX2

1+X2
2

X2
3

(x) = 1
2 (1 + x)−3/2 ，x > 0 の時． (139) P [M 5 |X|] =

E[P [M 5 |X| | |X|]] = · · · = 1− 2e
1
2 λ2

Φ(−λ)． (140) P [M = U1 + U2] = E[P [M = U1 + U2 |U1, U2]] =

· · · = (1−e−λ)2

λ2 ． (141) P [M 5 2O] = E[P [M 5 2O |O]] = · · · = 1 − (
1

1+2λ/a

)p
． (142)

P [3C1 = 2C2] =
∑∞

k=0 P [C1 = 2
3k]P [C2 = k] =

∑∞
l=0 P [C1 = 2l]P [C2 = 3l] = · · · = p2

1−(1−p)5 ． (143)
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P [3(C1 − 2) = 4C2] =
∑∞

k=0 P [C2 = 3k−2
4 ]P [C1 = k] =

∑∞
l=0 P [C2 = 3l]P [C1 = 2 + 4l] = · · · =

p2(1−p)2

1−(1−p)7 ． (144) P [3C1 − 5C2 = 1] =
∑∞

k=0 P [C1 = 1
3 (1 + 5k)]P [C2 = k] =

∑∞
m=0

∑3
l=1 P [C1 =

1
3 (1 + 5(3m + l))]P [C2 = 3m + l] =

∑∞
m=0

∑3
l=1 P [C1 = 5m + 1+5l

3 ]P [C2 = 3m + l] =
∑∞

m=0 P [C1 =

5m + 2]P [C2 = 3m + 1] = · · · = p2(1−p)3

1−(1−p)8 ． (145) nm
N ． (146) N−n

N−1 nm
N

N−m
N ． (147) 1

3 ．

(148) 1
3 ． (149) 2

3 ． (150) (148) より 1
3 = E[|U2

1 − U2
2 |] = 2E[U1|U1 − U2|] となるので，

E[U1|U1 − U2|] = 1
6 ． (151) E[|Um

1 − Um
2 |] = 2E[(Um

1 − Um
2 )1(U1=U2)] = · · · = 2m

(m+1)(m+2) ．

(152) E[U |U > x] =
∫ 1

0
yP [U ∈ dy |U > x] =

∫ 1

0
y d

dy P [U 5 y |U > x] dy =
∫ 1

x
y 1

1−x dy =
1+x
2 ． (153) (x−1)2

12 ． (154) aX1 − bX2 + c ∼ N(c, a2 + b2)． (155) E[max(X2
1 , X2

2 )] =

8
∫∞
0

∫ x

0
x2fX(x)fX(y) dx dy = 4

π

∫∞
0

r3e−
1
2 r2

dr
∫ π/4

0
cos2 θ dθ = 8

π

∫ π/4

0
cos(2θ)+1

2 dθ = · · · = 1 + 2
π ．

(156) 1 − 2
π ． (157) E

[ min(X2
1 ,X2

2 )

max(X2
1 ,X2

2 )

]
= 4

π

∫ π/4

0
sin2 θ

1−sin2 θ
dθ（ここで z = sin2 θ (0 5 z 5 1

2 ) と

変数変換して）= 2
π

∫ 1/2

0

√
z(1 − z)−3/2 dz（ここで部分積分により）= 4

π − 2
π

∫ 1/2

0
1√

z(1−z)
dz =

4
π − 1

π B(1/2, 1/2) = 4
π − 1． (158) ∞． (159) E

[ |M1−M2|
M1+M2

]
=

∫∞
0

∫∞
0

|x−y|
x+y λ2e−λ(x+y) dx dy（こ

こで u = x + y , v = x − y と変数変換すると）=
∫∞
0

∫ u

−u
|v|
u λ2e−λu 1

2 du dv =
∫∞
0

1
2uλ2e−λu du = 1

2 ．

(160) E
[min(M1,M2)

M1+M2

]
= E

[
1
2 − 1

2
|M1−M2|
M1+M2

]
= 1

4 ． (161) E
[max(M1,M2)

M1+M2

]
= 1 − E

[min(M1,M2)
M1+M2

]
= 3

4 ．

(162) P [C = M ] = 1 − P [C 5 M ] = 1 − ∑∞
k=0 P [M = k]P [C = k] = · · · = 1 − p

1−(1−p)e−λ ． (163)
1
3 ． (164) V

[
M1

M1+M2+M3

]
= V [β(1, 2)] = 1

18 ． (165) E
[(

M1
M1+M2+M3

)n]
= E[β(1, 2)n] = 2

(n+1)(n+2) ．

(166) Np − 1 + (1 − p)N ． (167) E[max(D − 1, 0)] = E[D] − 1 + P [D = 0] = N 1−p
p − 1 + pN ．

(168) E[max(D − 2, 0)] = E[max(D − 1, 0)] − P [D = 2] = N 1−p
p − 2 + 2pN + NpN (1 − p)． (169)

0 < x < 1 について，P [max(U1, · · · , Un) 5 x] = xn． (170) 0 < x < 1 について，fmin(U1,··· ,Un)(x) =

n(1 − x)n−1． (171) n
n+1 ． (172) 1

n+1 ． (173) n
n+2 − (

n
n+1

)2
． (174) n

(n+1)2(n+2) ． (175)

limn→∞ n(1 − max(U1, · · · , Un)) ∼ Exp(1)． (176) limn→∞ nλ min(U1, · · · , Un) ∼ Exp( 1
λ )． (177)

fU(i)(x) = fβ(i,n−i+1)(x)． (178) i
n+1 ． (179) i(n−i+1)

(n+1)2(n+2) ． (180) fU(i),U(j)(x, y) = 1
B(i,j−i,n+1−j)

xi−1(y − x)j−i−1(1 − y)n−j． (181) Cov(U(i), U(j)) =
∫ 1

0

∫ 1

x
xy 1

B(i,j−i,n+1−j)x
i−1(y − x)j−i−1(1 −

y)n−j dx dy − ij
(n+1)2（ここで y に関する積分について z = y − x (0 5 z 5 1 − x) と変換すると多次元

ベータ関数が現れて，これについて整理すると）= i(j+1)
(n+1)(n+2) − ij

(n+1)2 ． (182) 0 < z < 1 について

P [U(n) − U(1) 5 z] =
∫∫

05x5y51 ,y−x5z
1

B(1,n−1,1) (y − x)n−2 dx dy = · · · = nzn−1 − (n − 1)zn．よって

0 < x < 1について，fU(n)−U(1)(x) = n(n− 1)xn−2(1− x)． (183) n−1
n+1 ． (184) n(n−1)

(n+1)(n+2) −
(

n−1
n+1

)2
．

(185) n(n−1)
(m+n−1)(m+n) ． (186) （n = 3 と考える時，）max(min(U1, U2), min(U2, U3), min(U3, U1)) =

U(2) ∼ β(2, 2)なので，

0 < x < 1 について，fmax(min(U1,U2),min(U2,U3),min(U3,U1))(x) = 6x(1 − x)． (187) 1
n+2 ． (188)

0 < x < 1 について，fmin(max(U1,U2),max(U2,U3),max(U3,U1))(x) = 6x(1 − x)． (189) x = µ
σ+1 ． (190)

0 < x(< b) について，P [bβ(a, b) 5 x] =
∫ x/b

0
fβ(a,b)(y) dy（ここで y = z

b (0 5 z 5 x) と変数変換す

ると）=
∫ x

0
1

Γ(a)z
a−1 Γ(a+b)

Γ(b)

(
1
b

)a(
1 − z

b

)b−1
dz．ここで b → ∞ とすると

(
1 − z

b

)b−1
は e−z に収束し，

Γ(a+b)
Γ(b)

(
1
b

)a
はスターリングの公式より 1に収束する．よって，limb→∞ P [bβ(a, b) 5 x] =

∫ x

0
1

Γ(a)z
a−1e−z dz

となるので，limb→∞ bβ(a, b) ∼ Γ(a, 1)． (191) 任意の実数 x, y について，max(x, y)min(x, y) = xy

が成り立つので，Cov(max(C1, C2), min(C1, C2)) = E[C1]E[C2] − E[max(C1, C2)]E[min(C1, C2)] =
(

1−p
p

)2(1 − (1−p)(3−p)
(2−p)2

)
． (192)

(
N−1+k

k

)(
2N−1−k

N−k

)
(
3N−1

N

) ． (193) E[U l
1U

m
2 (1 − U1 − U2)n1(U1+U251)] =

B(l + 1,m + 1, n + 1)． (194) f(2X1+X2,X1+X2)(x, y) = 1
2π exp

{ − 1
2 (x, y)

(
2 −3
−3 5

)(
x
y

)}
． (195)

f(2X1+X2+3,X1+X2−1)(x, y) = 1
2π exp

{ − 1
2 (x − 3, y + 1)

(
2 −3
−3 5

)(
x−3
y+1

)}
． (196) B1+B2+B3−3Np√

3Np(1−p)
．
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(197)
D1 + D2 − 2N 1−p

p√
2N 1−p

p2

． (198) K−λ√
λ
． (199) −1 < x < 1について，fcos(πU)(x) = 1

π
√

1−x2 ． (200)

0 < x < 1 について，fsin( π
2 U)(x) = 2

π
√

1−x2 ． (201) 0 < x < 1 について，P [sin(πU) 5 x] = P [πU 5
arcsin x] + P [πU = π − arcsin x] = 2

π arcsinx．よって 0 < x < 1 について，fsin(πU)(x) = 2
π
√

1−x2 ．

(202) x > 0について，ftan( π
2 U)(x) = 2

π(1+x2) ． (203) x ∈ Rについて，ftan(2πU)(x) = 1
π(1+x2) ． (204)

9
5 ． (205) a > 0について，P [

√
X2

1 + X2
2 + X2

3 5 a] = E[P [X2
2 + X2

3 5 a2 −X2
1 |X1]] =

∫
|x|5a

P [X1 ∈
dx]

∫√a2−x2

0

∫ 2π

0
1
2π e−

1
2 r2

r dr dθ = · · · = 2Φ(a)−1− 1√
2π

2ae−
1
2 a2
．故に，x > 0について f√

X2
1+X2

2+X2
3
(x) =

√
2
π x2e−

1
2 x2
． (206) 25

λ2 ． (207) t． (208) (cosh α)t． (209) 0． (210) 3t2 − 2t． (211) s．

(212) 3s+t． (213) Z3． (214) Z3． (215) ξ2+ξ4． (216) Z2
s +t−s． (217) t+(2p−1)2(t2−t)．

(218) (eαp + e−α(1 − p))t． (219) (2p − 1)3t(t − 1)(t − 2) + 3t(t − 1)(2p − 1) + (2p − 1)t． (220)

3t2 − 2t + 4(2p − 1)2t(t − 1) + 6(2p − 1)2t(t − 1)(t − 2) + (2p − 1)4t(t − 1)(t − 2)(t − 3)． (221)

s4p(1 − p)． (222) 4p(1 − p)(t + 3s)． (223) 2(2p − 1) + Z
(p)
3 ． (224) 2(2p − 1) + Z

(p)
3 ． (225)

ξ
(p)
2 + ξ

(p)
4 + 3(2p − 1)． (226) t − s + (2p − 1)2(t − s)(t − s − 1) + 2(2p − 1)(t − s)Z(p)

s + (Z(p)
s )2．

(227) λt． (228) λt． (229) λt + λ2t2． (230) λ3t3． (231) exp{λt(eα − 1)}． (232)

λs(λt + 1)． (233) exp{λseβ(eα − 1) + λt(eβ − 1)}． (234) λs． (235) (λ(t−s))k−l

(k−l)! e−λ(t−s)．

(236) λ(t − s) + Ns． (237) 0 5 k 5 l について，P [Ns = k |Nt = l] = (λt)−l
(

l
k

)
(λs)k(λ(t − s))l−k．

(238) E[Ns |Nt] = E[Ns |Nt = l]|l=Nt = · · · = s
t Nt． (239) λ(t − s)． (240) s

t

(
1 − s

t

)
Nt．

(241) 0． (242) t． (243) t． (244) 0． (245) 3t2． (246) e
1
2 α2t． (247) E[eαW 2

t ] =
1√

1−2αt
, 但し α < 1

2t ． (248) s． (249) exp
{

1
2 ((α + β)2s + β2(t − s))

}
． (250) s． (251)

αWs + βWt ∼ N(0, (α + β)2s + β2(t − s))． (252) fWt|Ws
(y|x) = 1√

2π(t−s)
exp

{ − (y−x)2

2(t−s)

}
．

(253) Ws． (254) fWs|Wt
(x|y) =

f(Ws,Wt)(x, y)
fWt(y)

=
1√

2π(t− s) s
t

exp
{
− (x− s

t y)2

2(t− s) s
t

}
． (255)

E[Ws |Wt] = E[Ws |Wt = y]|y=Wt = s
t Wt． (256) t− s． (257) V [Ws |Wt] = V [Ws |Wt = y]|y=Wt =

(t − s) s
t ． (258) P [Ws > 0,Wt > 0] = P [Ws > 0,Wt − Ws > 0] + P [Ws > 0,Wt − Ws < 0,Wt >

0] = 1
4 + P [

√
sX1 > 0,

√
t− sX2 < 0,

√
sX1 +

√
t− sX2 > 0] = 1

4 + P [X1 > 0, X2 < 0, X2 >

−
√

s
t−sX1] = 1

4 +
∫∫

x>0,y>0,y<
√

s/(t−s)x
fX(x)fX(y) dx dy = 1

4 +
∫∞
0

∫ arctan
√

s/(t−s)

0
1
2π e−

1
2 r2

r dr dθ =

1
4 + 1

2π arctan
√

s
t−s ． (259) E[Wt |Ws > 0] =

∫∞
0

E[Wt |Ws = x]P [Ws∈dx]
P [Ws>0] =

√
2s
π ． (260)

E[Ws |Wt > 0] =
∫∞
0

E[Ws |Wt = y]P [Wt∈dy]
P [Wt>0] =

√
2
πts． (261) ρ = Cov(Ws,2Ws+Wt)√

V [Ws]V [2Ws+Wt]
= 3s√

s(8s+t)

と置く時，(Ws, 2Ws + Wt) ∼ (
√

s(ρX1 +
√

1− ρ2X2),
√

8s + tX1) となるので，E[Ws | 2Ws + Wt =

x] = E[
√

s(ρX1 +
√

1− ρ2X2) |
√

8s + tX1 = x] = E
[
ρ
√

s x√
8s+t

+
√

s(1− ρ2)X2

]
= 3s

8s+tx．

(262) s(t−s)
8s+t ．（(261) と同様に計算せよ．） (263) ρ = Cov(Ws+3Wt,2Ws+Wt)√

V [Ws+3Wt]V [2Ws+Wt]
= 9s+3t√

(9t+7s)(8s+t)

と置く時，(Ws + 3Wt, 2Ws + Wt) ∼ (
√

9t + 7s(ρX1 +
√

1− ρ2X2),
√

8s + tX1) となるので，

E[Ws + 3Wt | 2Ws + Wt = x] = E[
√

9t + 7s(ρX1 +
√

1− ρ2X2) |
√

8s + tX1 = x] = E[
√

9t + 7sρ x√
8s+t

+√
(9t + 7s)(1− ρ2)X2] = 9s+3t

8s+t x． (264) 25s(t−s)
8s+t ．（(263) と同様に計算せよ．） (265) x > 0

について，feWt (x) = 1√
2πt

exp
{ − (log x)2

2t

}
1
x ． (266) x ∈ R について，fW 3

t
(x) = 1√

2πt
exp

{ −
x2/3

2t

}
1
3x−2/3． (267) x > 0 について，fW 2

t
(x) = 1√

2πtx
exp

{ − x
2t

}
． (268) f(Ws,Wt−Ws)(x, y) =

1

2π
√

s(t−s)
exp

{ − 1
2

(
x2

s + y2

t−s

)}
． (269) f(Ws,Wt)(x, y) = 1

2π
√

s(t−s)
exp

{ − (y−x)2

2(t−s) − x2

2s

}
． (270)

f(Ws,2Ws+Wt)(x, y) = 1

2π
√

s(t−s)
exp

{ − 1
2s(t−s) ((8s + t)x2 − 6sxy + sy2)

}
． (271) f(Ws+3Wt,2Ws+Wt)

(x, y) = 1

2π
√

25s(t−s)
exp

{ − 1
50s(t−s) ((8s + t)x2 − 2(9s + 3t)xy + (9t + 7s)y2)

}
． (272) exp

{
1
2 (3α +
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β)2t + 1
2 (7α + 4β)(α + 2β)

}
． (273) 9s + 3t． (274) 18(3s + t)2 (Ws = X,Wt − Ws = Y とおき

、V (Y 2), V (XY ), V (X2)の計算）． (275) 0 < x < 1, y > 0について，f
(

M1
M1+M2

,M1+M2)
(x, y) = λ2ye−λy．

(276) 0 < x < 1, y > 0 について，f
(

O1
O1+O2

,O1+O2)
(x, y) =

(
ap

Γ(p)

)2
e−ayy2p−1(x(1 − x))p−1． (277)

x > 0, y > 0 について，f
(
|X2|
|X1| ,|X1|)(x, y) = 2y

π exp
{ − 1

2y2(1 + x2)
}
． (278) x > 0, 0 < y < π

2 につい

て，f
(
√

X2
1+X2

2 , tan−1 |X2|
|X1| )

(x, y) = 2
π xe−

1
2 x2
． (279) P [U2

1 + U2
2 + U2

3 + U2
4 < 1] = 1

16B( 1
2 , 1

2 , 1
2 , 1

2 , 1) =

1
16

(Γ( 1
2 ))4

Γ(3) = π2

32 ． (280) P [U1+U2
2 +U2

3 +U2
4 < 1] = E[P [U1+U2

2 +U2
3 +U2

4 < 1 |U1]] = · · · = π
15 または　

多次元ベータ関数． (281) P [U1+U2+U2
3 +U2

4 < 1] = E[P [U1+U2+U2
3 +U2

4 < 1 |U1, U2]] = · · · = π
24 また

は　多次元ベータ関数． (282) P [U1+U2+U3+U2
4 < 1] = E[P [U1+U2+U3+U2

4 < 1 |U4]] = · · · = 8
105 ま

たは　多次元ベータ関数． (283) 1
24 ． (284) P [U2

1 + U2
2 + U2

3 + U2
4 + U2

5 < 1] = 1
32

(Γ( 1
2 ))5

Γ( 7
2 )

= π2

60 または

　多次元ベータ関数． (285) L ∼ B(N, p1)． (286) L + L′ ∼ B(N, p1 + p2)． (287) N(N − 1)p1p2．

(288) −Np1p2． (289) 条件 L′ = k のもとで L ∼ B(N − k, p1
1−p2

)． (290) (N − k) p1
1−p2

． (291)

(N−k) p1
1−p2

(
1− p1

1−p2

)
． (292) R ∼ β(a, b+c)． (293) R+R′ ∼ β(a+b, c)． (294) −ab

(a+b+c)2(a+b+c+1) ．

(295) R′ = u(∈ (0, 1))のもとで R ∼ (1− u)β(a, c)． (296) (1− u) a
a+c ． (297) (1− u)2 ac

(a+c)2(a+c+1) ．

(298) 0 < v < u について，fR|R+R′(v|u) =
f(R,R+R′)(v,u)

fR+R′ (u) = 1
B(a,b)

(
v
u

)a−1(1 − v
u

)b−1 1
u ．故に

0 < x < u について，P [R 5 x |R + R′ = u] = P [uβ(a, b) 5 x]．よって R + R′ = u(∈ (0, 1)) のもとで

R ∼ uβ(a, b)． (299) 0 < y < xについて，P [max(M1,M2) 5 x, min(M1,M2) 5 y] = P [max(M1, M2) 5
x] − P [max(M1,M2) 5 x, min(M1,M2) > y] = (P [M 5 x])2 − (P [y < M 5 x])2 となるのでこれを

x と y で微分すると，0 < y < x について，f(max(M1,M2),min(M1,M2))(x, y) = 2λ2e−λ(x+y)． (300)

Cov(max(M1,M2),min(M1,M2)) = E[M1]E[M2]− E[max(M1,M2)]E[min(M1.M2)] = 1
4λ2 ．
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