
数学　工［（問題）

1989年1月18日

数学皿

1．　n組の測定値1×1．y，、Zl〕，・・一……．lX向一y、．Z，1　の固に近似的に一次関係

　　　　　　　Zi三α十βX，十γy一　　｛i＝I．2．…“・．n1α、β．γは定数〕

　があるとみなされるとき，最小2乗法による　α、β、γの推定値を標本平均　天、す、ヲ1

　標本分散　S、，Sは．S，および　模本共分散　C、、、C”，，Cリ，　を用いて表わせ．
｛20点〕

2．　正規母集団　N｛μ，σ2）からの大きさ2mの任意億本の中央箇｛皿邊diH）はμの不備推定量であ

　　ることを証明せよ。　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　｛20点〕

3．　2つの確率変数　X．Yの相関係数をρとするとき、

　　　　　　　　　一1≦ρ≦1

　　であることを証明せよ． 120点）

4．　ある野球場では．入場券に1番からN番までの通し番号を付して発売しているという．ある日に，

　　第三者がランダムに入場考から30枚の入場券を拍出して、その番号の和を計算すると132×10，で

　　あった．この日の入場者数N｛芒入場券発行枚数〕を95％の信頼区固で推定せよ．

　　ただし．Xが正規分布　NlO，llに従うとき　P｛X〉一．645）土0，050．P｛X〉1，960）＝口．02…

　　である。　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　oo点）

5．　整数を値にとる時固的斉次Mirkoo〔h呈in　X口．XI、……　を考える、

　　X口＝i　のときに　X。ゴj　となる最初のn（n≧1〕をとり，TI。＝n

　　を定義する．ここで、i．j｛i≠j）を固定し．

　　　　　　i・≡P（T。。＜oo〕〈1，q≡P｛T■。〈00〕＜1　とするとき、

によって確率変数丁’。

Σp（X。＝j　lλ㌔＝i〕　を求めよ．

［㌻∵よ1∴1：1ぶlll：ll／
｛20点）
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　　　　　　　　　　数　学　1I　（解答例）

1．　　。
　△＝Σ（zrα一βx、一一γyi）2＝0を最少にするα，β，γを
　　　i廿1
求める。

　辿＿一2主（。、一α一β。、一γ。、）一0
　∂α　　　H

　生一一2主（。、一α一β。、一γ。、）。i－0
　∂β　　i＝・

　坐＿一2主（。、…α一β。、…γ。、）。、一0
　∂γ　　H
すなわち

　nα十（ΣXi）β十1Σyi）γ＝．ΣZi　　　　①　　　　　i＝l　　　　　　　　　i＝1　　　　　　　　　l＝五

　　11　　　　　　　　　　　皿　　　。2　　　　　　　　11　　　　　　　　　　　　　1］

　（ΣX、）α十（．ΣXi）β十1．ΣXiyiけ＝Σ1XiZi　②
　i＝1　　　　　　　　　I＝1　　　　　　　　　1＝1　　　　　　　　　　i＝1

　　11　　　　　　　　　　l1　　　　　　　　　　　　　蜆　　　2　　　　　皿
　（．Σy、）α十（．ΣXiyi）β十（Σyi）γ＝．Σy1Zi　③
　1＝l　　　　　　　　　I＝1　　　　　　　　　　　i＝1　　　　　　　I＝1

　①を天，ラ，zを用いて書き直すと

　　　　　　　α＝ラーβ天一γラ①
　これを②，③に代入すると

　］　　　2　　　　　　2　　　　　　　　iI　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　コ

（ΣXrn支）β十（ΣX，yrn天ラ）γ＝ΣXiZドーn文Z　i＝1　　　　　　　　　　　　　　i＝1　　　　　　　　　　　　　　　　i＝1

　皿　　　　　　　　　　　　　　　　　　I1　　2　　　　　2　　　　　皿

（ΣXiyi－n天ア）β十（Σyドnシ）γ＝．Σy1Zrn万　i＝I　　　　　　　　　　　　　　　　　i＝1　　　　　　　　　　　　　一＝l

S二＝⊥圭x：…文2，C、、＝⊥圭x，y、一天ラなどを用いて書き直すと
　　ni＝1　　　　　　　　　ni＝1

　　2　　S一β十CHγ＝CH
　　　　　　2
　　CHβ十S。γ＝C”
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これを解いて

　　　　2　　　　　　　　　　　　　　　　　2
　　　＿SF　CH－CHC”　，　＿S－C”一C”CH　　β一　　　　　　　γ一
　　　　2　　2　　　2　　　　　　　　　2　　2　　　2
　　　S－S■一C－7　　　　　　S－S7一一C”
　　　　　2　　　　　　　　　　　　　　2
　　　＿　S．CH－C”C”一　S－C”一CwCI、＿
　　α＝Z　　　　　　　　X　　　　　　　　y

2　　2　　　2
S－S’一CH

2　　2　　　2
S－SソーC一■

2，medianは標本を大きさの順に並べた中央の2つの平均であるから

X｛1｝≦X川≦………≦Xω≦X1皿川≦……’一’≦X｛。皿，とすれば

　　　1　　X＝一（Xω十X｛口十1））
　　　2
X1皿ド1μ：Xωの確率密度関数をfωlx），

X‘㎜川一μ＝X｛皿。、〕の確率密度関数をf｛阯川（X）とすると，

　　　　　　　　　　　　　　　u2
f、皿、（・）一（。三子出，1古∫1、・262、、ダ0’

u2 X2

・（法∫le262。、ダ・画去、e262

u2
f、皿十、，（・）一。，1糾1、（法、∫1掘・262、、ジ

u2 X2
・（画去、∫le 2㌦、ダー’・法、e262

　　　　　　　1よって，E（X）一μ＝フくE（Xω十X｛皿十、丁））

一夫1∫1働・f、皿，（・）1・十∫1、・f、、十、，（・）1・1

一夫1ザ、・／f、皿，（・）・f、皿、、，1・））1・1
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一方1∫：。・（f、皿，（・川、皿十、，（・1）1・

　　十∫；・（f、皿，（・）十f、皿十、，（・））1・1

一夫1一∫1・（f、皿，（・）十f、皿十、、（・））1・

　　　十∫1・（f、皿、（・）十f、皿十、，（・））1・1

＝0

．．E（X）＝μ　即ちXはμの不偏推定量である。

3・任意の実数七に対して，常に次の関係式が成．立する。

　　　　0≦E［｛t（X一一μ、）十（Y一一μ、）且2コ

　　　　　　2　　　2　　　　　　　　　　　　　2
　　　　　＝6．t　＋26”t＋6パ……………・・①

　　ここに，μ。，μ。はX，Yの平均値

　　　　　　2　　　　　2
　　　　　σ稟，6。はX，Yの分散

　　　　　　6wはX，Yの共分一散

　　　　　　　2　　　　　2　　　2
　①より　　6、、一6．6、≦0

　　　　　　　　2
　　　　　　　6H　　　　　　　　　　　－1≦0
　　　　　　　2　　　2　　　　　　6　　6
　　　　　　　稟　　　　y

・・ @ρ　　＝

　2
6w ≦上1　　　．’．　一1≦ρ≦1

　26　　6
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　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　N＋14．この野球場のN枚の入場券の番号の平均値は　　　てある。
　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　2

　　　　　　　　　　　　3　　　　　　　　132×10

111斤＝4400よ旧99と1鮒
　　抽出数30はNに比べて充分小さいので’，

　　有限修正係数を無視して平均値を区間推定すれば
　　　　　　　　　　　　2　　　　　　　　　2　N　－1　　母集団の分散6　＝　　　　だから
　　　　　　　　　　　　12

天一1・峠・N去1・天十1・・書

　すなわち

…ト1…18 P19－1…1・午・舳・1・・由

　　よってNの95％信頼区間は（6931．10617）である。

5309

5．P皿≡p（X皿・＝j，X皿＿1≠j，……，X1≠J　l　X〇二J）　　　（n≧1）

　　q皿≡p（X皿＝j，X皿＿1≠j，……．X1≠j　1Xo＝i〕　　　（n≧1）

　　φ、≡P｛X皿＝j　！Xo＝j）　　　｛n≧O）

　　ψ皿≡p　lX皿＝j1X。…i）　　（n≧O）　とおけぱ

　　O≦p皿，q皿，φ山，ψ皿≦1であるから

　　P（U≡ΣP皿t皿，qlt）≡Σq皿七1，φ（t）≡Σφ皿tl，
　　　　　　ll＝1　　　　　　　　　　　　　　　　　　　11士1　　　　　　　　　　　　　　　　　　　11＝0

　　ψ（t〕…Σψ皿t口は，けi＜1で絶対収束する心
　　　　　　Il＝0

　　よって　七→1－0とすれば

　　P（t）→ΣP、＝P，q（t）一合Σ熱血＝q，
　　　　　　皿＝1　　　　　　　　　　　　　　　　　皿＝1

ψ（t）→Σψ。＝ΣP（X皿ニカXo＝i）＝ΣP（X皿＝」1X。＝i）
　　　　皿士O　　　　　　　l1士0　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　11＝1

　　　　　　　　　　　　　　　　　　　（’一．P（X。＝j　i　Xo＝i）＝0）
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一方，

　　　呵
φ、＝ΣP（X皿・jlXドj川Xドj，X卜。≠j，…一・・，X、≠jiX。・j）
　　　ヒ世I

＝Σφ。一。P．
　k＝1　．

（．．I時間的斉次　脂rkOV　C『1ai　nなので）

φ（t）＝Σφ、t’＝1＋Σ（Σφ。一。Pk）ポ
　　　　I1＝0　　　　　　　　　　　　　　　Il＝1　　　止上一1

（’．．φo＝・1）

＝1＋Σ（Σφ、一。t皿’一k）pバk＝1＋・φ（t）pω
　　　k目1　　　皿＝k

ψ皿＝ΣP（X皿・jiXドj川X。・j，Xトエ≠j，…・・，
　　　k土1

X1≠jl　Xo＝i）

＝ΣφHq．
　k＝1

だから，同様にして

　　　　　　　　　　　　qlt）
ψ（t）＝φ（t）・（t）r一。t

七一■斗Oとすれば，

ψ（t〕→ΣP（X。・jl　Xo・i），
　　　　i百1

P（t）一→P，q｛t）一→q

・ぎ1・ド引・パ1）τ㌔
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