
昭和60年度（問　題）

　　　　　　　　　　（　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　（

1．半径玉の半円の弧AB上に，無作為に一点Xをとる。Xは弧AB上で一様に分布するとき，線分AX

　と線分BXの長さの和の期待値を

　求めよ。

○　　　　　　B

2．正の値をとる確率変数X，Y，Zに対して，確率A，B，Cをっぎのとおり定義する（0＞O）。

　　　　　A＝P（X＋Y＋Z〉螂）

　　　　　B＝P（X・号）十P（Y・号）・P（Z・号）

　　　　　C＝1－p（X≦α，Y≦α，Z≦o）

　　このとき，

　　　　C≦A≦B

　　を証明せよ。

3．一王，0，ユの数字ユ個を書いた3枚のカードの入った袋から復元抽出で力一ドを1枚すっ抽出する。づ

　番目に抽出したカードの数字をX’（；＝1，2，3）とするとき，つぎの間に答えよ。

ω　Tl＝伽加（Xl，X・，Xl），T・＝XlX呈X君の平均と分散を求めよ。

12〕T一と丁呈の相関係数を求めよ。

4．X，Y，Zを互いに独立な確率変数とし，それぞれの密度関数を

ル）一 P∴㌃ll

舳十∴＜元1

（一様分布）

（指数分布）

舳一 ｯ㍗ゴ石1（舳11度・））

とするとき，W＝X＋Y＋Zの密度関数を求めよ。
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5．平均ユのポアソン分布および中心極限定理を用いて次の漸近式を証明せよ。ただし，nは十分大きな

正の整数とする。

　　　　　　　　m，　　　　m　　1　　　　　1＋”十百十I一一．．．十万≒万e掘

一74一



昭和60年度 （解答例）

1．今∠λ8X＝θとおくと，Xが半円の弧

（λ8上をλから3迄動くとき，θは0から

π

一迄変化する。
2

λ　　　　　　　　0
　又線分λXと線分8Xの長さを示す確率

変数をそれぞれんX（θ），BX（θ）で表わすと，

λX（θ）＝2sinθ

8X（θ）＝・2cosθ

である。

　　　　（　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　π
　Xは弧λβ上で一様に分布するからλX（θ），8X（θ）の確率密度関数は［0，一］
　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　2

　　2土で一である。
　　π

従って求める期待値は次の通り求められ乱

M＋孤）一∫1・（・i・1・…1）・÷m

　4　　　　　　　　　王
＝7〔■・。・θ十・i・θコ1

8

π

2．確率変数X，γ，Zの値をそれぞれκ，ツ，2で表わし，（κ，ツ，2）を要素とする

集合を次の通り定義する。

　　　　∬1ミ｛（∬，ツ，2）1（”〉α）U（ツ＞0）U（2〉0）｝

　　　　H2ミ｛（κ，ツ，2）1κ十y＋2＞σ｝
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払十／・・）1（κ・舌）・（／・舌）・（ぺ）／

明らかに私⊂払⊂〃3である。

　又，一般に集合〃垂，一私を考えたときP（∬4U〃、）≦P（∬、）十P（∬、）であるから

卜小・舌）・P（γ・舌）・P（z・舌）

　　　≧P（H宮）≧P（〃2）＝P（x＋γ十z〉α）＝λ

　　　　　β≧λ

　次に

　λ＝P（x＋γ十z＞α）＝P（〃2）

　　　　　　　　　　　　≧P（払）

　　　　　　　　　　　　＝且一P（払C）（ここにHlCは私の補集合）

　　　　　　　　　　　　＝ユーP［／（X〉・）U（γ＞・）U（Z＞α）1・］

　　　　　　　　　　　　ニューP（X≦α∩γ≦α∩Z≦α）

　　　　　　　　　　　　＝C

　　　　　C≦λ

従って　C≦λ≦3

3－11）Xl，X宅，X3は｛一，O，リの重複順列であるからその個数は33＝27通りあ

　　　る。そして，どの順列も均等に起こると考えて良いから，等確率ユ／27で生起す

　　　る。

　　　27通りを全て書き出し，｛一ユ，O，ユ｝の組合せとして分類しτ、，τ2の値を調

　　べれば，次の分布表を得ることができる。
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組合せ
i一且，一1，一1）

i一，一1，O）

順列数

P3

確率

堰^27

R／27

τ1

|！

|1

r2

|1

O

ハτ2

､O

（一，一1，ユ） 3 3／27 一1 1 一三

（一ユ，O，O） 3 3／27 一1 O O

（一王，O，ユ） 6 6／27 一ユ O O

（一1，ユ，ユ）　　一　　　一　　　　　　一　　　　　　　　一　　　　　　　一 3 3／27 一1 一ユ ユ

（0，O，O）
王 1／27 O 0 O

（O，O，1） 3 3／27 O 0 O

（O，ユ，1） 3 3／27 0 O 0

（！，工，互） 工 ！／27 i 1 ユ

ここに

　τF

min（X一，X2，X3）

　τ2＝Xl　X2×3

である。

上表からτ1，τ2の分布をまとめると下表のようになる。

τ一（値）

生起確率

一1

且9／27 7／27 王／27

τ。（値）

生起確率

一且

4／27 ユ9／27 4／27

　　　　　　玉9　　　7　　　1　　2
万（Tl）＝（一！）x一十0x一十ユx一＝一一
　　　　　　27　　27　　　27　　3

　　　　　　4　　　19　　　4亙（τ2）＝（一1）x一十〇x　　＋ユx一＝0
　　　　　　27　　27　　27　－

　　　　　　　19　　7　　1　　　20128γα仰＝H）2x矛十202x万十王2xガ川）2τ一ガ矛

　　　　　　　4　　　19　　　4　　　，　8　　　8γoブ（τ2）＝・（一且）2x　＋02×一十12x一一亙（r2）記＝一一0＝一
　　　　　　　27　　　　　　27　　　　　　27　　　　　　　　　　　27　　　　　　27

12〕τ1τ2の分布表は次の通り
τIτ2（イ直）

生起確率

一ユ

3／27 19／27 5／27
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Co〃（τ1，τ。）＝亙（τ1τ。）一亙（τ1）・亙（r2）

　　　　　一（一1）÷・・募・1・身一（一号）・・一二

　　　　　　　　　　　　　　　　　　Co〃（τI，τ。）　　　2／27　1
’　　　　　τ，とτ2の相関係数＝　　　　　　　　　　　＝　　　　＝…
　　　　　　　　　　　　　　　　師・∫而　　　8／27　土

4．γ十Zの確率密度関数をg（m）とおくと，γとZは独立であるから

皇（・）一∫二舳一宕）・ル）・。

と書ける。ここで　一。。＜宕＜0のとき　∫呂（宕）＝O

　　　　　　　又岩・秘のとき　’石（勿一身）一〇だから

　　　　乏
　　　　　　　　　　　　左図座標（〃，ξ）上の斜線部でg（m）＝Oである。

　　　　w・刊

　　　　　　　　　　〃

＼O
　即ち，川　m＜Oのとき　2（m）＝0

　　　　同秘・・のとき皇（・）一∫〕Z（・一・）ル）加

　　　　　　　　　　　　　　　一∫1グ同十ん

　　　　　　　　　　　　　　　　e。・∫；m1加

　　　　　　　　　　　　　　　　e　　　　　　　　　宮　　　　　雷　　　　　　　　　　　　　　　＝丁’［2獅一411］l

　　　　　　　　　　　　　　　　e　　　　　　　　山　　　　甜　　　　　　　　　　　　　　　＝一・（2砒e百一4eτ十4）
　　　　　　　　　　　　　　　　　4

　　　　　　　　　　　　　　　　－78一



　　　　　　　　　　　　　　1　　螂　　蜆
　　　　　　　　　　　　　＝一m’百一eI百十e一山
　　　　　　　　　　　　　　2

次にx＋γ十zの確率密度関数をん（m）とおくとx，γ，zは互いに独立であるから

カ（〃）一∫ン、（ω一・）・皇（・）伽

と書ける。ここで

　　　　　　又
　　　吻

　勿ゴω一ユ

即ち，㈹

　　liV〕

秘くOのときg（m）＝0

0＞m－m　及び　　〃一m＞ユのとき　∫1（m－m）＝Oだから

　　　左図座標（m，m）上の斜線部てる（〃）＝Oである。

〃

ω＜Oのとき　ん（ω）＝0

0≦m≦ユのとき

力（・）一ル1（・一・）・9（・）〃

　　一∬（÷・｛｛・一出）伽

　　　　　　一［2。一苦一m一音十2グ芸一グ記コω
　　　　　　　　　　　　　　　　　　　o

　　　　　　　　　　㎜　　　　　　＝ユー〃グ下一e■咄

同　ω＞iのとき

乃（〃）一∫二カ（m一・）・9（・）〃

　　一八；m→一・…小・
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一［1グ春一グ！』1二．1

＿1。一害一グ阯十（m－1）。一千十・一（阯一I）

　㈹，同，lv〕より求める密度関数が示された。

5．証明する漸近式に辺々e一押を乗ずると，

　　　　・一・（1＋・舟・十麦1）一÷　　　①

　となり，左辺は平均mのポアソン分布の分布関数の形をしていることが分る。

　　そこで，X1（タ＝i，……，m）として平均がユでおのおの独立なポアソン分布の確

率変数列を考えよう。

　　このとき兄十Xけ……十X冊は平均mのポアソン分布に従うことが知られているか

　ら

　　　　　　　　　　　　　　　祀　　　　　　昆　　　　　　　　　　　　　　　　　　　n　　　　P（X一十……十X加≦m）＝Σ召一冊・
　　　　　　　　　　　　　　　后一〇　　尾！

　　　　　　　　　　　　　　一・一・（1＋ユ1＋212・・チ1）②

　　一方，亙（X’）＝1，γ〃（兄）一1であるから中心極限定理によりmが十分大きい

　とき

　　　　・（≒十九■m斗∫二÷一㌦　　③

　が成立する。①，②，③を比較し，③でエ＝Oとおくと，

　　　　舳・……・い・・）イ1÷グ㌦

　　　　　　　　　　　　　　　1

　　　　P（X1＋＋X”≦m）一一④　　　　　　　　　　　　　　　2

②と④よりmが十分大きな正の整数のとき①の漸近式が成立する。

従って，証明された。
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