
昭和56年度（問　題）

1、区間（O．θ）上の一様分布

　　　舳一／言111くθ

　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　一　　2　・　　　　　制十1からの標本（エI，エ，，・一・，エ■）に対して，θの2つの推定量2x亡一Σx‘と一m舳（xI，x。，・・
　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　”　I■I　　　　　　　　”

　　・，凡）の不偏性を示し，かつ2つの推定量の有効性を比較せよ。

2．正規母集団〃（μ，25）の母平均μの検定で，帰無仮説肌1峠。，対立仮説仏1μ＝工において，第

　1種および第2種の誤りをおかす確率をともに。．o1にしたい。この検定に要する標本の大きさ制を求め

　よ。　o（O．o1）＝2．33とする。

3．　5種類の商品を販売している会社で，駿充実績から任意描出して1，000件のサンプルをとったところ，

次のような結果を得た。商品種一類による二一ズ（あるいは販売姿勢）の違いはあるといえるか、有意水

準5％で調べよ。

商品種類　　　1　　　　2

販売件数

4　　　　5　　　合　計

2王0　　　　　246　　　　　　150　　　　　183　　　　　211　　　　1，000

必要あれば次の数値を用いよ。

分布値
’一（O．025） ’“（O．05〕 五ξ（O．025） κ著（O．05） “（0，025） “（O．05〕

自由度φ

4 2．776 2．132 11．工43 9．488

5 2．571 2．O15 ：2．833 11．070 1，960 1．645

6 2．447 1．943 14．449 12．592

4．ある人種の〃0式による血液型の月，B，畑，0はそれぞれ（2＋θ）ノ4，　（1一θ）／4　、

　（工一θ）ノ4　，　θ／4で生ずることがわかっている。ここでθは未知の母数である。記人の観察の結

　果これら4種の人数がそれぞれク，o，・，・（いずれも正）人になったとき，θの最尤推定値を求め

　よ。

5、校正者λによれば1頁当り平均λ1個の誤植が残り，Bによれば｝頁当り平均λ・個の誤植が残る。ただ

　し，λI，λ。はともに未知とする。月が校正を行なった結果20真中に17個の誤植が残り，8が校正を行

　なった結果40真中に。個の誤植が残った。

　　1頁当りの平均誤植数を比較することによって，λ1＝λ里といえる。の値を有意水準5％として求めよ。

　ここに．。（O．05）＝L645，肥（O．025〕＝1，960とする。
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工．（1）

（2〕

　　　　　　　　　　　　昭和56年度（解答例）

　　　　　一　　2　n
推定量2X＝一：…コX｛について
　　　　　　　　冊　仁1

亙（・天）一亙（篶・1）一÷シ（・1）

　　　　　÷トー・÷1

㌦γ（・ヌ）刈÷書・・）一老払（・・）一11（／トー（舌）・）

　　　　　　一÷（£一㌢）二芸

　　　　帆十1推定量　　　。。aX（X！，X。，　　，X、）について
　　　　　　π

maX（X1，X。，一．．，X冊）＝X（π〕の分布関数は

　　　　P｛maX（XいX2。……，X皿）く比1＝戸1Xlく”，X2＜”，…，X肌く”1

　　　一川xl＜小pは・＜小・川x皿＜引一（∫二㌢）冊

　　一（チ）冊（・く血く1）

だから・（π〕の密度関数は帆・（号）n■1・÷（～く1）であることより

舳）十柵（号）π一千赤／1伽六・讐机1王1

州）十批（号）π一’宇一（刊111）2一芸／1川・一（冗1．1）2

刑　θ叫2　　　冊2

θπ冊十2　（九十1）2

　　　　冗　　　　　　　　　θ2
（帆十2）（机十1）2

従って

　　　　　刊十1
　　　亙（　m・・（Xl，X。，・
　　　　　　伽

　　　　　九十1
　　　％干（　m・・（Xl，X。，・
　　　　　　帆

θ2＝机・
（九十1）し皿（刊十2）θ・

（旭十2）（帆十1）2

　　　　仇十1
xπ））＝　　　亙（x（π〕）＝θ

　　　　　冗

・・π））一（仇 |1）2川（皿））一冊（告、）
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　　　　　　一　　刊十1
①，③よワ，2X，■「max（XいX。，・・・…，X皿）の不偏性が示され，②，④

　　皿十五　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　＿
よワ1r　n・ax（XI，X2，・・・…，X。）の方が2Xよワ有効といえる。

2・第1種の誤ワをおかす確率を0．01とするため

　　　・（え・・lH）一1（1宗・、六）一r÷孝一・・1

　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　む／5／み

　また，第2種の誤ワをおかす確率を0－0王とするため，

　　戸（XくClμ’1）＝1一戸（X〉Clμ＝1）＝O．01よワ

　　1（え・・l1－1）一・（宗・宗）一r去ん一…

　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　（o－1〕／5／〉7

　以上から、

　　C石　　　　　　　（C－1）〉7
　　　　　＝2　33　　　　　　　　　　　　　　＝　一2　33
　　　5　　　．　　　　　　5

　となワ、　石／5＝4．66　　帆＝（23．3）2・＝・542．89

　　　　　　帆は543以上どればよい。

3。二一ズ（あるいは販売姿勢）に違いはないとすれば、

　　　　　　　　1　　H．1pミ＝す　　（巧は｛番目の商品種類である確率）

　　　　　　　　　　　　　　　　1　　　　　　　　　　机ρ1＝11000×す＝200

　　　　5（！｛一戦）2
　　プ＝E　　　　　　　（∫、は実現個数）
　　　　｛＝l　　m｛

　　　　　1　　　＝砺｛（2王0’200）2斗（246－200）2・（150－200）2・（183－200）2・（211－200）21

　　　　　1　　　＝痂（100＋2・116＋2・500＋289＋121）一5，126／200－25・63

　　これを自由度¢・・5－1＝4のμ一分布上側5％点γ葦（0105）＝9，488と較べると。，

　　25．63〉9，488で〃。は棄却される。
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4・　4次元の確率変数（Xh　X・・X・・ん）を考え，そのとワ得る値は，

　　　　　（1，0，O，O），　（O，1，O，O），　（O，O，1，0），　（0，O，O，1）

　とし，それぞれの値をとる確率を

　　　　　（2＋θ）／4，　　（1一θ）／4，　（1一θ）／4，　　θ／4

　とする。（吻，伽，πヨ・物）はこれら4つの点のいずれかとすれば，その密度は

　　　　　∫（軌，π。，窃。，π。；θ）一（2＋θ）莇’（1出θγ’十物州／4

　　いま，これら4つの点が，仇回のうちでそれぞれp・q・τパ回観察されたとすれば，

尤度関数は，

　　　　　L（θ）＝（2＋θ）口（1一θゾθ。／4パ

　となる。これよワ

　　　　　∂logL　　p　　q＋τ　8
　　　　　　　　＝　　　　　一　　　　　十一
　　　　　　∂θ　　　　2＋θ　　　1一θ　　　θ

　　　　　　　＝1ρ（1一θ）・θr（q＋γ）（2＋θ）・θ十8（2＋θ）（1一θ）1／（2＋θ）（1一θ）θ

　　　　　　　」θ2＋（P－2q－2γ一s）θ十23
　　　　　　　＝　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　①
　　　　　　　　　　　θ（1一θ）（2＋θ）

　　σ（θ）＝一九θ2＋（P－2q－2γ一8）伊十2∫＝Oとおいてθを求めれば，正負2つの根が

　　　　　　　　　　　　　　　　〈　生ずる。θ〉0であるから，五根をθとする。

　　　　　9（0）＝28＞0、　　σ（1）＝一3q－3γ＜O

　　　　　　　　〈　であるから，0＜θ＜1となる。

　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　〈　　　　　　　　　　　　　　　〈
　　①の分母は0＜θ＜1gとき正，分子はO＜θ＜θのとき正で、θ＜θ＜1のとき

　　　　　　　　　く　　　　　　　　　　　　　　　　　　く
　負となるからLはθで最大となワ，θはθの最尤推定量となる。

5．　蛇1＝17はPoi・・o・分布戸。（20λ一）にしたがう確率変数X1の実現値，蛎。＝γは

　P。（40λ。）にしたがう確率変数X。の実現値と考えられる。

　　20λ1，40λ。はともに大きいと想像されるので，

　　　　　（Xr20λ1）／π，（X，一40λ、）／凧

の分布はいずれも〃（O，1）にちかい。

　　そこで，λFλ2であれば，この共通の値をλとおくと，
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（缶一語）／耳

の分布は〃（0，1）にちかい。

　さらに，λのがわワに推定量（Xl＋X・）／（20＋40）を用いると，

卜（缶一宗）／／評

の分布は〃（O，玉）にちかい≦注参照）

　X一＝17として1σ1＜1，960よワγを求めると，

　　　　（品一缶）2・（1・…）・（去・士）’7品γ

　　　　（17×2一γ）2＜（1．96）2×2×（17＋γ）

　　　　　　γ2－75．6832γ十1，025．3856＜0

　　　　　　　　　　　18〈γく58

　（注）A．確率変数列（Xl，γ1），（Xl，ω・……において．Xl，X・，・…・・の分布は

　　　　　Fに収束し，巧，γ2，・・・…は1に確率収東するものとする。このとき，

　　　　　x1川，x2／γ2，一・・の分布はFに収束する。

　　　　　（証明）

　　　　　　　X皿　　　　　　　1一γπ　　　　　　　　　　　1一γ皿
　　　　　　一＝X。十X皿　　　となるので，X皿　　　が0に確率収束するこ
　　　　　　　γ祀　　　　　　　γ冊　　　　　　　　　　　γπ

　　　　　　　とを証明すれば，次に帰着する。

　　　　B．確率変数列（X，，γ1），（X。，γ。），……においてXl，X。の分布はFに収束

　　　　　し　γ1，γ2，……は0に確率収束するものとする。このときX1斗γ一，X2＋

　　　　　γ2，……の分布はFに奴東する。

　　　　　　　　1一γπ
　　　　　　X皿　　　が0に確率収束することを証明するには，任意の正数εとδに
　　　　　　　　　γ皿

　　　　対して，机を十分大きくとれば

　　　　　　　　1ρ（lx凧（1一γ皿）／γ皿1≧ε）＜δ

　　　　　となることをいえばよい。

　　　　　　さて，x皿の分布はFに収束する。そこで十分大きい正数αをとって，±α

　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　δ　　　　　　　　　　　　一　　　　がF（配）の連続点で、しかもF（α）一F（一α）〉1一一となるようにする。」
　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　4
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のとき帆1を適当にとればI机〉礼1なるすべての机に対して

　　　　戸（一αくXπくα）〉1一δ／2

となる。

　つぎにγ1・㌦……はユに確率収東するので、（1一γ、）／γ、は肌→。。のと

きOに確率収束する（証明暗）。よって、冊2を適当にとれば，机〉仇，なる

すべての帆に対して

　　　　川’“1・青）・1一音

となる。

　したがって，帆》m目X（帆、，れ、）なるすべての帆にぺして

小ユ o・1）・小1・1）・／（11ヂ1・舌）・舌・百一1

　これは、xπ（三一γπ）／γ凧が。に確率収束することを示している。

Bの証明

　F（エ）の任意の連続点αにおいて

　　　P（xπ十γ皿くα）→F（α）　　（冗→oo）

　となることをいえばよい。

　いま正数εに対して，F（エ）の連続点α±δをとって

　（1）　0くF（α）一F（α一δ）くε／3，　OくF（α十δ）一F（α）＜ε／3

ならしめる。αはF（π）の違統点であり，またF（π）の不連続点は可不審個

　しかないから，このことはいつも可能である。

　このとき，任意の自然数帆について

　（2）戸（X凧くα一δ）一p（1γπ1＞δ）くP（X厄十γ、くα）く戸（X、くα十δ）

　　　十戸（1γπ1〉δ）

　仮定によワ、帆→。。とすると、

　　　戸（xπくα一δ）→F（α一δ），戸（x冊くα十δ）→F（α十δ），

　　　戸（1γπ1〉δ）→0

となるから，帆を十分大きくとることにより，

　（3〕F（トδ）一ε／3く戸（Xπくα一δ），P（X、くα十δ）＜F（α十δ）十ε／3、

　　　　　　　　　　　　一ユ28一



川γ。1・1）・1／・

とすることができる。

　12〕，（3〕から，このようなれに対して、

　　　F（α一δ）一2ε／3＜戸（X、十γπくα）くF（α十δ）斗2ε／3

　さらに（1）を用いれば，

　　　F（α）一ε＜P（x皿十γnくα）くF（α）十ε

となる。これは

　　　戸（x皿十γ匝≦1α）一“F（α）

を示している。
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