
〔問〕

昭和 44年度 (問題)

午 前の部

1. 一辺1の正方形ABC D Vl::;J:，..~て (A ， B)上K任意Vl:2点をとる。(ナ左わち 2点は互

いK独立左一様分布K従うものとするo 〉 ? ? 
いま，動点P.， Qがとれらの2点のうちAK近い方を

Pの始点，他をQの始点として， ζの周上を

P 毎 秒 4

Q 毎秒 5

の速さでA→B→C方向Kまわるとき PとQがはじめ

て重まる点が

(A， B)， (B， C)， (C， D)， (D， A) 

上Kある確率をそれぞれKついて求めよ。

P Q 

A B 

(湿っ (A. B)は点Aを含み，点Bを含ままい線分ABを意味する。

2. ある年度末K$"いて，ある国の人口が呪 o0 0万，その首都の人口が900万で，毎年首

都からその前年度末人口の 2~が転出し，首都以外の地方からその前年度末人口の 0.5 婦が

首都陀転入しで来るものとする。

いま，その国の人口が常K一定であるとすれば，

(1)時の経過ととも K首都の人口はどのようにまって行〈か。

(2) 究極的K首都の人口は全人口の何割K左っているか。

3. ある試行陀長いて事象Eの起る確率がpであるとき，

(1) Eがち主うどIt，回起るまでその試行を独立K繰bかえすものとして，その時までの試行

回数をIt，+xとする。 x=O， 1，・・・・・・である確率を求めよ。

(2) 上のXの分布の特性関数を求めよ。

(3) 平均値を求めよo
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〔問〕

(4) 積率母関数 ?-(O)についてその自然対数のべき級数展開を

同(?-(的〉 =3BT三

とする時 B
1
， B

2
を求めよo

午後の部

4. 独立左確率変数x，yがいずれも正規分布N( 0， 1) /iC従う時， z =x+yの分布関数

を求めよ。

5. ある年度陀契約を締結した保険群図 NO 人から出発して，第 t 年度末~'C N
t
人が脱退し，次

の年度始にただちK向じ人数の新規加入があるものとするo 第t+1年度の加入者Nt人(t

=0.1，2，・・・・・・〉のうち加入から t年度後K脱退する人数は町内人で 円 +α2+・・・・+

α11=1 とする。

(1) 新規加入者数 N
t
は，その直前f!t:，年間の新規加入者数の一次結合で示されるととを証明

せよ o ただし， Ile孟 t

(2) 新規加入者の数はある有限値K収束し， ζ の群団は定常状態K近ず〈ことを証明せよo

(3) 上言日2)の極限値を求めよ。
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昭和 44年度 (解答)

午前の 部

1. A P=p， A Q=g-- とすると，はじめて重左るまでの時間tは，

4t+p=3t+g--

÷ 
す

.t=g---p  

ζのとき，4t+p=4o---3p 

従って

(A， B)上で重左るのは

【B，C)上で重在るのは

(C， D)上で重在るのは

o ~豆 4 g-- -3p<1

~玉 4 ø--- 3 p<2

2豆 4g---3p<3

(D， A)上で重左るのは 3孟 4g---3p< 4 

のときと在る。 (p がAvL:着〈まで~'(&.、らず重在るo ) 

さて， (p， g--)は左図(!Cj;，..いてムOMN内;1"よ

び(0， N)上で一様， (0， M)上でその半分の

確率をもーって分布する。

従って，求める確率は上記不等式で示された四つ

の部分の面積比と左 t， (C 0， M)上の差は面積

比比関係左し。)

。 L 台P

(A， B)上で重在る酪 ÷

(B， C)上で重在る確率土
12 

(C， D)上で重在る確率十

(D， A)上で重左る確率」一
1 2 

2. t年経過後の首都の人口をu(t)とすれば，その時の首都以外の人口は 9x 1 0
7
_ U(t) 

であるo 題意Kょb
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u C t + 1 ) = C 1 -0.0 2 )ぉ(t)+0.005( 9 x 10
7
- U(t)) 

ニ 0.97 5 u (t) + 45 x 1 0 4 

ぉ(1)=0.9 7 5 u(O)+ 4 5 x 1 0
4 

ぉ(2)=0.9 75 { ω 7  5 u(O)+ 4 5 x 1 0 4 } + 45 x 1 0 4 

= O. 9 7 5 2 u( 0) + 4 5 x 1 0 4 ( 1 + O. 9 7 5 ) 

・・・・以下順次同様Kして

4". . ____ ____2 t-
u(t)= 0.9 7 5 .. u{O)+ 4 5 x 1 0 .. ( 1 + 0.975 + 0.975 L +…・+0.975- ') 

-0.9 7 5 d  
= 0.9 7 5 .. u (0)+ x 4 5 x 1 0守

1 -0.97 5 

t r 45 x 104 、 45x 10
4 

= 0.9 7 5 .. I u (0ト }+ 
弘 1- O. 9 7 5 .1 1 -O. 9 7 5 

包(0)=9 x 106 
， 

45X10
4 

1-0.975 

u( t)= 1 8 X 1 0 6 - 0.9 7 5 t X 9 X 1 0 6 

1 im U(t) 
t→∞ 18 X 1 0 

7 乱2
9 X 1 0 . 9 X 10' 

18X10
6 

から

z年経過後の首都の人口は上記u(t試で表わされ，十分長炉時間後Kは全国の 20%VC逮

ナーる。

3. (1) 独立な試行を z 十品-1 回繰り返すまでK事象 Eが ~-1 回起る確率は，

(♂211〉pA-1(1-p〉S

だから，求める確率は

P(x=x)=(勺ぞ11〉PA(1-p)S くよじ=0.1. 2，・・・・ ) 

である。

(2) (ワケ )=(_1)Z(プ〉
であるから，求める特性函数をゆ(t)とすると

∞♂十~- 1"¥ fo 
φ(t)=E(e

ztX
)=三。 (A-1 〉p(1-p)sezts 
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P A (-F e t t)s = I (プ〉 C ~= 1~ p) 

PA (1-tpe4t )-A 

i t = ()と為、けばよいから，。(t)(I(j'，-..いて先ず，積率母函数は，(3) 

?((})= p 
f， 
C 1 -~ e

Q
):-.4 

Xの平均値は

時(か(0)J Q = 0 
= c -If， p 

.• 
C 1 -zre 

-) To 

'(  ~ o--e -) J 
A 

であるo そこで，

=If， .乏
P 

=A PA T 
(1-p)-A-1 

は) 1勾(仰))=Al惚け同(1-〆)=-~log( 1-多(ee-1))

=-If， fーム(ee-1)-4ぷくぷ_1)2_....}
‘ P G p'L 

、.，』+
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F
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t

9
均

一一

=A ZLo+〈A.4+A.JE2)02+(OM次以上の項〉
2p 

. .-
2p2 

B.=If，.L 
p 

B2=A，f+A ど=A4〈PVHA手71ι 

ゆえK

であるから，，一一一一-e
ν五

.z:2 

2 
e 

午 後の部

ー
一
四

X， 4. 

dxdy 
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とお、〈と，x-y=v 

2 2 L. 2+ V
2 

x +y-= 2 

x + Y =u， 

2 

+ 七

七一一
、，，，一、，，，

Y
一U

S

一μ

D

一D ーす

11.
2 +} u.2 112 

f f e寸一・4・41Ldu =if e τduJyeτ dv 
ι 4πー∞ー∞

F{Z) =ーL
yπ 

であるから，.I∞ e疋万アdv=1 ことで f νE石(y2)三∞

du J
ゃ

ー一戸川
作 )=25どeτdu

α N  1 _. 1 

N1=α1 NO 

α N_+ 2 _. 0 N_= 
2 

題意、Kよb)
 

4

・・E

・

I

・-、5. 

NIIt=αIItNo+α1!J-1N1 +・・ ・・・宅・・ +α1NA_1 

-・・・・・ +α Ni! . +α Nd 
凶 2~';ø -1 • '""1 ~'fs 

N 
G α必+1

Nd .= A+1ー

............................ ..........・・.， 一般に

αt N
t 
-Ilt +・・・・・・・・・・・・・・・・・・・・ +α N 1 _. i-1 N t = 

その前A年間の脱退者の加重平均である。即ち，或る年度の新規加入者は，

と~... <と，

-・・・・， N 1It+t -1 ) = N Ilt+ t 

NIlt+ 1 ' ・・・・・， N A+ t _ 1 ) = li A + t 
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NIil+t+1 =Max (N#"+1，NIil+2，・・・・，NAI+t)孟 Max(NA， NAI+1，・・・・，NAI+t_1)= N&+t 

、B

，，

+

t

 
+
 

8
仰

.

，

F

M

山

内

界

aA

・

!

ぎ

d

，，‘、N

H

i

附

x

t

、

a

斗・
7

加

で
α

-

可
1
L
1
j

+

少

加

減

増

一

調

調

J

単

単

ト

は

は

α

1

1

1

1

 

f

J

刊
一
町

N
↓

Z

A

I

l

-

-

f

い

一

N

で

で

/

己

一

豆

一

+

〉

・

8
伺N

Z

H

 

+
 

付
豆
一

f
l
i
-
-
L

一~村
ミ一

HA
 

刊

N
一

μ

ζ

一

A

t

 

一N
+
¥
〈
一
ぬ

い

に

一N
1

様

'

問

中

ヲ

/

、

即

全

であるので，夫々極限値A， Bを有する。

今 A キ B とすれば矛盾するととを云う。

Aキ Bとナれば A>B+o在る正の数Sが存在し，十分大き左 δに対して

N~ > N~ + O 

Nt-iyt=α品(Nt_lo-~t) +α&-1 (Nt_Io_1- 1'it)+…・+α1(Nt_1-f!t) 

Nt=主t とj，...<と αi(Ni-1'it)=O よb

Nt- ~t;;玉(匂汁 α1ø -1 +・・・+αi+1 +αi-1 +・・・・+α1) (N t - 1it ) 

三五(1一円) (Nt - .!'!t ) 

Nt三三 Nt一円 (Nt-.Bt)三三 Nt- aio 

EJt+A=Max(Nt+A-v--------，Nt〉

三玉 Max(N
t +1o-1

一 αts， ・・・・・ ，Nt一円 o) 

三五Max( Nt + Io 
_ 
1
・・....Nt ) - ai O = N t一円 s

以下同様Kして Nt+nA~玉 Rt-7Lα i Oとなふ之は Nt
が有界である ζとに矛盾す

する。 従って，A= B 

(3) 極限値を求める。

t+1年度始の人数を契約年度別K列挙すると，夫々新契約から以後の脱退数を差引

いて，
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初年度 N
t = (α1+α2+・・…・ αIil)Nt 

次年度 Nt_1
一 α1Nt_1 

( α2+・・・・・・ αIt)N
t
_
1 

A年度 N 丑 一αN. ー・‘・・ -n~ _ N ー
t-n+1 ""1-'t 一向 +1 ullB-1 '"'t-A+1 αA-Nt-A+1 

総数は最初から N。人で変:!Jないから

NO= (α1+α2+・・・・ αId)Nt+(α2+・・・・ αA)Nt_1 
十・・・・+α!iJNt-A+1

1 im N
t 
= N と名、ぐと

t ー者国

NO= ( α1+2α2 +・・・・・・ A αA ) N 

N 
D 

N=一一一一一一

α1+2α2+・・・・+ゐ α品
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