
〔問〕

昭和 41年度 (問題)

午前の部

1. 任意に選んだ男女計 100名に数学の試験を行ない，男女別に得点の平均値を計算し，

その差をもって男女の学力差としたい。信頼度αの場合の信頼区間の幅を求め，その値を

最小にする男女別の人数を求めよ。ただし，男子と女子の得点}おそれぞれ分散4， 9の

政見分布に従っているものとする。

2. 確率密度関数が次式であたえられる母集団がある。
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ただしα>0とする。このとき次の間に答えよo

(i) 母平均mおよび母分散 σ2を求む。

(jD αを既知として，sの最尤推定量を求む。

( X > 0 ) 

( x三五 o) 

uiD sの最尤推定量について，一致性，有効性および充足性が成立つことを示も

午後の部

3. 連続な分布の無I~畏母集団から N個の標本 X 1 '♂ 2 '…… ， X N
を抽出し，大きき

の頒に並べ

くく……〈( 1)¥(吟 (時

とするロ同じ母集団から，さらにT個の標本を追加して抽出したとき，その中で s を
(時

超えるものが現われる確率を求む。

4. 次の(i)および(2)の2問のうち，いずれか 1問に答えよ。

(1) 零和2人ゲームにおいて，プレイヤ- A，Bはそれぞれn個，m個の戦略をもち，そ

の混合戦略を(x)= (♂ 1 '♂ 2 '……，♂η)， (y) = ( y 1 ' Y 2 '……， Ym )とす

す。ここで， st，yj孟 o， ( i = 1， 2， . . . .， n ; j = 1， 2， . . . .， m)でかつ
4¥ 
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〔問〕

n m 
E x: = 1， .E y.; = 1 とする。このとき，一組の戦略(r)， (y' )があたえ
i = 1 )= 1 

られたとき，すべての(坊に対して

n m r r n 勿 F 

Z Z αi j a7 z y j 主玉 .E .E αij "ピ2・ y 41 
% = 1 )=1 t = 1 )= 1 

でかっ，すべての位)に対して

n 1/l， r r n m r 
Z Z αij a7 z y j 主主 .E .E αij ♂・ yj 
t = 1 }'= 1 i= 1 j= I %J 

ならば， (X')， (y' )はグームの解(最適戦略〉であるととを証明せよロ

(2) 駐車できる車の台数が 10台である駐車場を設計したいと思う。駐車しようとする車

ほ，平均0.9討鋼材7oy:J":/州こ従って到着し，また駐車した車の駐車時間は

平ゴ封直 1fi.割習の指数分布に従うものとする。

この駐車場には平均何台の車が駐車すると見込まれるか。ただし，駐車場が梢車のとき

に到着した車は，待つことなく他の駐車場こ向って立ち去るものとするロ
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昭和 41年度 (解答)

午前の部

1. 男女の得点の分布は N(メtl' 4) ，N (メt2，9 )である。

男子η1人，女子n
2
人をとり，その得点の平均値をx，yとすれば， X， Yの分布は，

N (;t1 '子〉， N〈P2，Z〉となる。
nt 112 

4 . 9 、
したがって，得点の差(♂~y) の分布は， N (メt

1
-P空，ー+-")となる。

nt n2 

信頼度αの信頼区間は，

(JZーヲー(メt1-"'P2)i 、
r t . _A 。 く e(~ J =α なる ε(a)を

V一一+ーニー ' 
n t n2 

求むれば，"(Pt-P2-eωμム +L，P1-P2+ε(母、メム+ム〉
nl n 2 

孟 ・

であり，その巾は， 2刷 、 /ム+よである。
n1 

e ωiま，n l' n 
2
に鰯謁係に定まる値であるから， η1+n

2
=100 という条件で，

4 I 9 
一ー+τーを最少にする n

t ' 
n 

2
を求むれ同信頼区間を最小にする男女の人数が求まるo

nl n 

よって n¥= 40人 n2=6 0人である。
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p2 ム， γ ∞∞、戸2(α十1) 
口 一一--{ [-x♂叶叩l

rω 

ロ α〈α+1 ) p2 

故に σ2= E(X2)ー {E(X)} 2=α(α十 1)p2ーα2s2=αs2

(jj) パラメータβを考慮して，f伊)を f(x; s)と書くととにする。

尤度は

n _a_ I -~ x.;/s If j(x
i
.;わ=( α )(σhf-Ie z z 

~.， "rωs-/ 

となるので，

合{l昭子f(x;の}=万{-nlog r(.司-nalogs+Cα-1)子10町一炉i}
。

=ー竺+よれ os . ß~ i 

と なる向 fと書けば，

7人三三三
αn 

故に最尤推定量は支/α

(iiD 一致性 支/α がβに確率収束することを示せばよい。

E(支/α)= s， Var ( X/α)=ζ 
nα 

であるので，チエピνェフの耳寺式は

P{15-引ミ a}豆去と2

u， n叫

となり n→∞のとき右辺は零l.:.J民来することから確率収束が示された。
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有効性 クラーメノレ・ラオの耳薄式より

V，江(ろ今)= 
日 nE的 1惚 f(x;pf}

を示せばよい。

n E {(会均向βず}= n E {(一三ゐ2トヱ E{〈X-d〉2}P . pV J p4 

=争 Var.(ル字国 1/Varル α〉

充足性ー次のように書けることから明らかである。

_n _.n子 "_1
8f(3i iβ〉=〈 2〉e r ・(lJX;)"-I = ff (;-， β)・必〈♂1，X

2
，...，xj

rc，α:) s2/ t t 

.，.. ，>-)7'" 

、-~曹、.

午後の部

_1!三

ff("X， p) = (rcα:) pr1. )n e ' 

必(♂ l'X2，"'，

3. r個の標本を s+ t rとし，区間Cー∞，♂(N:)コ， (ot'(li)' +∞ 3にそれぞれ

S個， t個に分配されて入る確率P(坊を求める司多項分布と同様な考えにより，

N ! r! (N+r) r!  (N十r-t-1.:)! 
P(t)= ・一一一ー←一一 N・

(N-1) ! O! S! t! (N+s -1:) ! t ! (r-t:)! (N+r)! 

T 

求める確率は E P(t) = 1-P(町だがら

Nγ  
1-P(町=1一一一一=一一一

N+γN+γ  
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じ別解〕

(1) N個，r個のいずれも同-<J)分布からの標本だから， ζれは次の織なモデノレに等しい。

いま N個の白球と T個の黒球をよくまぜて左からー列に並べる。このとき，白球の最右端の

右側に黒球が並べられる確率泊斬要の確率に等しい。

( N+ r) 個の球から T個を選んで黒球にする方法は (N~r) 通り， (N十 r-1)個の

球から T個を選ん.で黒球にする方法は (N+~-1 )通り。

したがって，最右端の白球より右に黒球が並ばない確率は

ル (勺-1〉/〈NF勺=47
故に求める確率は

1 - P(町=一三一
N+r 

(2) 母集団の分布関数を Fωとする。連続であるととから密度関数 f(.司が存在して， (殆

ど到るところで〉

f(.司=F'(.x} 

となるo

さてN個の標本の最大値の分布関数を G(，司とすると容易に

Gω=fx N{F同}ト f伺 dx

となるととカ哨jり，従ってその密度関数をが司とすると(殆と:ilJるとこるで〉

州 =N {F同}N-1f(司

である。

次にT個の標本 yl' Y 2'……， Y
r

を追加して抽出するとき，その値がすべてaより

小さいか又は等しくなる確率は

T 

JfIl 
P(Yjgs〉={F同}r

品L上のことから求める確率は
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1-f∞ {Fω}r 9-ωdx 

00  N+γー1

= 1-Nf {F(~} f~吟 dx

= l-N [ Jゼヲ;
N 

N+γ 

γ 

= N+γ 

であるo

題意、により，すべての混合戦略(劫に対し

r 

GUst YJ 
n m 
7J.E 
%=1 J= 1 

Y l' 
J 

、‘，
r'A 

，eE
・、

n 1/1. I 

1J .E a:.;・x，:

t:: 1 J:: 1 -" 

4. 

、.a
，，・

2

・・
，e
・、

喜三

(2) xj Yj a.・
り

n m 
;E .E 
t= 1 J= 1 

主主

及びすべての<X)に対し

n m I I 

X .E a: 4 • x，: Y 
i= 1 j::l り・ "J 

min 1:1: a.・3 ・Y1'・・ (3)ωij り， "J 

が成り立つという仮定のもとに，すべての(~， (~に対し

n 1f1， I 

E .E a:.'ιY4' = min max E 1; a，:・X.; Y.. = max 
j==lj=l り J "J 匂)伝~ i j り， "J ω 

となることを配関すればよい。

いま簡単のために

y):=.X.E a.;・ X: Y.' 
i "J・り， -) 

f(x. 
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すると， (1)より

f(〆， y') 三三 min f (x' y ) 
(y) 

同様に (2)より

故に

f ( x' ， y' ) 主主 m<lX f (x， y') 
ω 

max f(x ， y') 三三 f(x'， y' ) 豆 min f (x'， y) ・・・・・・・・・・ (4) 
ω(労

しかるに 明らかに

m i n max f ( x， y)豆 maxf (♂， y' ) 
(y) Cx) 司

であり，

max minf (♂， y)詮 min f ( x'， y) 
ω(y) (:IJ 

であるので， (4)より

min max f ( ♂， y) 孟 f ( x'， y') 孟 max min f(♂， y)・・・・・・ (5) 

(y) (x) 劫(y)

ところが一般に， すべての ωに対し

f(♂， y)ミ minf ( x， y) 
(y) 

であることから， すべてのぐりに対し

max f ( x， y)主主 max min f (♂， y) 
ω ω(y)  

従って，

min max f (♂， y)孟 maxmin f ( x， y) 
(y) (，司(司(到

とれを式 (5)と併せれば，

f (x'， Y I ) = min max f (♂， y) = max min f (♂， y) 

(労帥 (司(却

となる。

これは証明しようとする式 (3)に他ならない。
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(2) 時点tにおいてn台駐車している確率を P，lt)，平均到着台数をえ台/時間，平均駐車

時間を Vp時間とすると，題意により

p o( t+At)= Po(t)( 1一式 At)十 Pl(t)pAt+O(At) 

ロ(t+At)国 pn-1(t)えdt+pn(t)〈1ーμ t-npAt)+号Z+l(t)(t川 )P A t+O(At) 

P10(t+.dt)=P9(t)えAt + P 1 o( t) ( 1-' 1 0 P A t ) + 0 (.A t ) 

このことから， At →0とすれば

p;(t)=ー APo(t) + p Pi (t) 

九(t)zAILI{t)ー〈式+np)九(t)+Cn+1) p号汁1(t) 〈1豆n孟 9)

九(t)= A P9(t)ー 10pP1ρ) 

平均駐車台数の慌に当たっては，定常状態を仮定するものとする。このときりt)

はtに関係しない P となると考えてよいから， .P _ (t) = 0 (0豆n豆 10 ) n --. n 

このことカーら

一式 Po+メ1.P1 = 0， 、.
E

，'zs 
rt
、

ぇph-1ー〈え +np)弓+ (n+1〉p-IL+1=0 〈1三;n三三9) (2) 

えP9-10p P1ozO 

式，(1)より

(3) 

p.=LIL 
I メ

式(2)において η とおくことにより

1 式

巳=T (~ y Po 

以下同様にして

九回去〈す)npo ( 1三玉n三三9) 

式，(3)より
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故に求める平均駐車台数Mは

M=3nP=P3 1 (ムア
~ -- 1z 0 -; (n-1)! "ft 

1 0 !が。
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であったから式 =o. 9， ft= 1 

J-f if0 
1 0 !¥1 0ノ
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去(元)nZ 

題意により

M= 




