
平成8年12月20日

数学1（問題）

1　次の谷間の［＝コに入る答のみを、所定の解答用紙に記人せれ　　　　　　　　　　　　　　（35点）

（1）ある人が1日1回、n種類のメニューのある食堂で食事をする。毎日、無作為にメニューを選ぶが、前日

　　に食べたメニューと同じメニューは選ばないとするとき、ある日に選んだメニューと同じメニューをそのk

　　日後に選ぶ確率は［ニコである。

（2）図の長方形OABC内で一様分布をする点Pのx座標をX，y座標をYで表わすとき、E（XY）＝［＝コ

　　である。

3　　4

（・）確率分布・（・一・）一λ芭 iH，a）を持っ確率変数・に対して、・（・）一［コ，
　　　　　　　　　　　　　　（e＾一1）k！
　V（X）＝［＝ニコである。

（4）コインを3回投げ、表が出た回数だけサイコロを振るとき、出るサイコロの目の合計の分散は［二二コで

　ある。ただし、3回ともコインの裏が出た場合はサイコロの目の合計は0と考えるものとする。

（5）互いに独立な確率変数X，Y，Zが、すべて標準正規分布N（0，1）に従うものとする。このとき、

H・舳の確率密度関数f（ωは・f（ω一。□ll：い紙

2　ある人が互いに異なるn個の鍵を束ねた鍵束を持っており、この中から無作為に鍵を選んで、ある1つの扉

を開けようとしている。このとき、次のそれぞれ2つの場合について扉が開くまでの試行回数の平均値と分散

を求めよ。なお、n個の鍵の中に正しい鍵は1つだけあるものとし、扉が開いたときの試行も回数に含めるもの

　とする。

（1）扉が開かなかった鍵を鍵東から除いて、次の試行を行う。

（2）扉が開かなかった鍵を鍵東に戻して、次の試行を行う。ただし、鍵束に戻した後、試した鍵と試していな

　　い鍵との見分けはっかなくなるものとする。　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　（20点）

3　×1，X。，…X。を、区間（0，1）上の一様分布に従う、それぞれ互いに独立な確率変数とする。これらを小さ

い方から11贋に並べ変えたとき・小さいほうからk番目の確率変数の確率密度関数を求めたい。

（1）（、．、先．、），fピ（1－t用t一肺戦乱ただし・・…1・…一1・・一1・…と

　　　　　　　　　　　　　　　　　　　i！＾
　　する。

（2）（1）を利用して小さいほうからk番目の確率変数の確率密度関数を求めよ。　　　　　　　　　（20点）

4　毎日価格が変動するある商品がある。ある日の価格をP。とし、そのt日後の価格をPt（t：1，2）で表わすと

き、以下の問に答えよ。

　（1）Pl－P。が区間（一1，1）上の一様分布に従い、また、P1が既知の状態で、P・一Plは区間（k（PrP。）⊥

　　1，k（PドP。）十1）（kは正の定数）上の一様分布に従うとする。このとき、Pψみ既知の状態における、

　　P。の確率密度関数を求め占。

（2）P1－P。が標準正規分布N（0，工）に従うとする。また、P1が既知の状態で、PゼP！は正規分布N（k（P1

　　－P。），1）（kは正の定数）に従うとする。このとき、P。のみ既知の状態における、P。の確率密度関数を求

　　めよ。　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　（25点）

　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　以　　上

　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　一1一



数学1　　解答

1．

（1）　求める確率を耳とする。ある日に選んだメニューと同じメニューをそのk

日後に選ぶということは、k－1日目には違うメニューを選び、k日目にk－1日

目に選んだメニューを除いたn－1種類のメニューからそのメニューを選ぶという

ことであるから、次の漸化式が成り立つ。

　　　　　1　　　　　　　　1　　　　　1
　　耳一高（1一具一・）＝一島耳一・十高

　この漸化式を解くと、

　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　k＿1　　　　　　　　　　　　　　　k＿1
耳÷÷（購十十・）い（÷）（月一士H÷）去（1耳一・）

！たが一昨士！＋÷ゾ！

（2）OABCは原点0を頂点とする第一象限内の長方形0A’B’C’を回転したものと考

えられる。そこで、OA’B℃’上で一様分布に従う確率変数を（ξ，η）、回転角度をθ

とする。
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今、δ五＝雨＝2石，而昌而＝省から、ξ，ηは独立でそれぞれ

［q蝸1，［“1土で一様分布に航…をξ・ηで表わすと・
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…1一
V（・i…去）よ1・

　　　　　　　　　　1　　　　　　　　　　　　　　　　1
X・1…θ一η・i・θ ﾑ（21一η）・Y－1・i・O・η…θτ（1・・η）と脇

よって、

・（岬（吉（墾一1）（1・・1））一芸雌2・英1一・12）一書・（12）・｛・（1）・（1）一言・（ll

（．．’

ξ，ηは独立）

　　　、三、型、皇．据．亜．2．三

　　　　5　3　5　　　2　53

　　　・□1∵・（1）一舳手・（1・）一等・・（㎡）・1〕

（・）定義！1・・（・）
ﾁ三）、，十1書、書），一日

　　　　　　　　　　　。。　　　入k　　人2。。λk－2　λ・♂
また・E（X（X－1））！ ｰk（k－1）（。1一・）・1一・1一・Σ（・一・）1；。1一・より・

V（X）一昨2）一風X）2－E（X（X一・））・E（X）一E（X）2

　　　　λ・、1入♂．｝／2入♂（・λ一λ一・）

　　；・㌧・十・λ一・一／・λ一・に（・1一・）2

（4）i回目のコイン投げによって得るサイコロの目の数を確率変数Xi（i＝1，2，3）

で表わすと（裏が出たら、Xi；0と考える）、

　　　　　　1　　　　　　　　1　1　1・（・i一・）一夏・・（・i斗夏・百一五（k・・……・・）であるから・

　　　　6　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　6

軌）一 ｰ・・金一土・㌣÷・（剛一書・2・古一方・6x毛x13葦

　　　　　　　　　　　　　2よって・帆）一豊一（ガ麦（…一…）一背

この試行をそれぞれ・回独立に行1か／・求める分散は・・器一田
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（・）・の確率分布関数岬）一ム柚、（跣ヅ三…（一芸（・2・デ・・））・・・…

　ここで、x告r　sinOcosΨ，y：rsinθsinΨ，z＝rcosθとおいて、ヤコビアンを求

めると、

1紺隊讐1ギ牛㌶
　　　　一・2（・i・θ）3（…Ψ）2・・㌣・i・θ）3（・i・Ψ）2・・て…θ）2・i・θ（…Ψ）2・・2（・…）2．i。θ（。i。Ψ）2

　　　　一・2（・i・θ）3・・2（…θ）2・i・θ一・2．i。θ

　これより、

可・）一（吋巾1ザ外1・）・…（・サ書・叶剛ガ外1つ舳

一（・π）÷・ゴ…（甘…

　　　　　　　　　　　　　1　　　　　　　　　1　　　1　i
よ一て・珂・）一・（・）一（・佃・・呼号・）ケー（・1）・・…・・イー士→

2．

　　　　　　　　　　　　　　　　　n－1　n－2　　n－k＋l　　　1　　　l（1）k回目の試行で扉が開く確率は　一・一　　　　　・　　　＝一
　　　　　　　　　　　　　　　　　　nn＿ln＿k＋2n＿k＋ln

　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　n　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　1　n＋1　従って、扉が開くまでの試行回数の平均値はΣ・・r■r

　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　k，一　　　　　　i

分散は
ｳ叶（廿）2一⑰十’）茅n＋’）一⑰1’）2｛

（・）・回目の試行で扉が開／確率は÷・（午）k－

　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　k－1
従一て・扉が開／までの試行回数の平均値11 ?吹E（÷）

この和をSと置くと、
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　　　　　　　　　　2　　　　　　k－1　　・÷…（÷）・言（nl’）・・告（n…’）・

（nl’）・一1（nl’）・そ（nl’）2・・kl’（nl’フー’・

　　　　　　　　　2　　　　　　　k－1士・÷÷（nl’）・去（nl’）・・÷（nl’）・÷、．1T1

n

従って、求める平均値は且

　　　oo　2　　　　k一また・・一Σ午・（n言’）

　　　k，一

と置くと、

　　　　　　　　　　2　　　　　3　　　2　　　k＿1　　・十音（nl’）・言（n1王）・苧（nl’）・・午（nll）・

（nl’）・一士（nl’）・告（nl’）2・言（nl’）3斗・（kl’）2（n11）k■1・

士・÷ξ（n11）・｛（n11）2・｛（n11）3・・2キ1（n11）k一’・

　　昔1・（n11）k－1一・・一Σ去・（nll）k■㌧・・一1・1．1一・

n
＝2n－1

T＝n（2n－1）

よって、求める分散は　n（2n＿1）一n2＝n（n－1）

3．

（1）

（、．1）忘、。，f・k．’（・一・）n－k・・

一、、．1、青、．均、［士・・（・一・）・一・1：・、、．1）蒜．均，fnlk・k（・一・）皿一k一…

㍉…k・n■k・
A（、珪．、），ズ・k（・一・）n－k－1・・

㍉…k
ﾖ…1・k＋1・n’k一’・、、、1、，、芸！．、．2、、f・k＋’（・一・）n■k－2・・
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　以下、部分積分を繰り返して、

　　　皿
　　一Σ・CiP’・n－i

　　　i三k

（2）Xl，X2，＿X。を小さいほうから順に並べたとき、小さいほうからk番目の確率

　変数をX（k〕とする。

　X㈹の分布関数をF（x）、確率密度関数をf（x）とする。

　このとき、

　F（x）1P（X仏）≦x）

　　　　n
　　　＝Σ以X（・）≦馬．’X（i）≦x・X（i・1）……Xい）・・）

　　　　n
　　　一Σ・（X（・）・か・Ψ（X（i）・・）泌（i・・）・・）…・（X（。）・・）

　　　　’；k

　　　一Σ・Ci・’（・一・）n－i

　　　　I三k

　　　　　　　n！　　　　・　　　　（。．1）1（、．。）〃ト’（H）n－kdt（（・））

　よって、

。伐），／・（カー（、．、）着．、），（・一到・一・（・く・く・）

　　　　　　　　　・一　’（。。・、、。i，e）

4．

（1）。、の確率密度関数は互（、），い朴州）

　　　　　　　　　　　　　　　　O　　　　　（otherwis匂

　　また・声…を既知としたキきの・・一目の確率密度関数は

　　屯、（、）、ポ（・∈岬十岬一馬）刈）

　　　　　　　O　　　　　　　　　　　　　　（otherwise）

よって・Plが未知の状態でのP2の確率密度関数f2（x）は、ら！B＋（P2一具）であるこ

　　　　　　　　　　　　　　　　　　一6一



とから…（・）寸。。島（t）fムt（・一灼であるが・笏・ら・がともにOにならないいの

範囲は次の図の実線で囲まれた平行四辺形の内部である。
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したがって、xの範囲に応じて、f2（x）は次のとおりとなる。

①恥一・一…く恥一・の！き、蝪庁十恥1・1・・一寸

②恥一…く恥・・の1き、蝸逆烏・1・・一1・÷

　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　1＋k

③恥・…く恥・…の！き・1（・）一生恥呈・圭・・；x耕十2

　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　1＋k

　④xが①～③以外の範囲にある場合、f2（x）呂O

（2）題意より、P2＿巧＿k（Pr　Po）は、N（O，1）に従う。

　また、P、＿Poが、N（O，1）に従うので、（k＋1）（日一P。）は、N（O，（k＋1）2）に従う。

よって、正規分布の再生性より田2＿巧＿k（耳＿Po）｝十（k＋1）（巧＿Po）1島＿恥は、

N（O，（k＋1）2＋1）！N（O，k2＋2k＋2）に従う。
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恥は定数であることから、P2は、N（Po，k2＋2k＋2）

したがって、P2の確率密度関数g（x）は、

　　　　　　1　　　r＿山」朴肱（。・、。。、。）exp／■牝・…）」

に従う。
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