
昭和60年度（間　題）

1．正規母集団N（μ，。’）で，μ＝30という仮説をμ＝30＋oという対立仮説に対して検定したい。有意

水準1％の右側検定で，第2種の誤りをおかす確率が5％となるように標本の大きさを定めよ。

（注）u（O．O1）肥り．33，u（O．05）＝1．65

　平均榊，分散♂をもつ大きさNの有限母集団から。個の標本XI，X。，……，X。を非復元抽出すると

きのXの平均および分散を求めよ。

ただし，天一崇、・iとす乱

3．X、，X，，一一，X，は互に独立で，いずれもθの不偏推定量とし，分散V（Xi）＝o：＞0（にi．2．……，拘）

とする。このときX、，X里．一一，X，の1次式となるθの不偏推定量のなかで，分散が最小となるもの

を求めよ。

4．ある学校で50人の生徒についてI英語のテストの点数と数学のテストの点数との相関係数（7）を求め

　たところ，7＝O．33となったという。このとき，英語の成績は数学の成績と無関係である（母相関係

数＝O）といえるか。有意水準5％で検定せよ。

　　（注）’柵（O．025）二2．0王

5．待ち行列の理論に関する以下の考察について，lAトωにあてはまる算式を解答用紙に記入せよ。

（前提）①　サービス・ステーションは1ケ所とする。

　　　②客は平均至11着率（単位時間当たりの到着の害1胎）．λを有するポアソン分布にしたがって

　　　　　到着し，平均サービス率（平均サービス時間の逆数）μの指数分布にしたがうサービス

　　　　　を受けて退去する。

　　　③サービスは客の到着順に処理される。

　　P制（’）；時刻fに帥人の客がいる確率

　　λ〃　＝時刻オと圭十〃の間に五人の客が到着する確率　　　　　として

　　μ〃　：時刻’とオ十〃の間に1人のサービスが終了する確率

ωP。（’十”）について考えて見よう。

　　時刻’十〃に客が1人もいない状態の確率は

　　　同　時刻土に客が誰もいなくて，かっ時刻’とf＋〃の間に話もこない場合と
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　　同　時刻fに客が1人いたが，時亥1〕とエ十〃の問にサービスが終了し、かつ時刻サと

　　　　’十〃の間に話もこない場合

の確率の和と考えられるから

　　Po（’十〃）＝　［　（A）　］　となる。

　P。（’）を移項し，両辺を〃で書1jると

　　po（’十一’）一po（壬）　＿
　　　　　　　　　　　　一　〔　（B）　コとなる。
　　　　　　〃

更に〃→Oとすると

　　　　　　　　P皿（’　十∠’）一Po（サ）　　＿
　　pち（’）＝三鵜　　　　　〃　　　　　＿　［　（C）　］　が得られる。

12〕

13〕

㈹

次にP，．（’十〃）について考えると

　　P吊（’十〃）＝　［　（D）　］

となり，11〕と同様にしてP二（’）を求めると

　　　　　　　　P、（i＋∠’）一P、（’）　＿
　　P二（i）二Hm　　　　　　　　　　　　　一　〔　（E）　］　となる。
　　　　　　“。o　　　　　〃

時間が十分経過してP，．（’）がオに無関係となり、P掘（’）＝P刊と表わせかつΣP、＝王
　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　掘＝o
である場合（λ＜μ）を考えよう。

この場合P二（え）＝0　（冊＝O，1，2，．．．．．．．．．．．．）　であるから

　　　［　（F）　］＝0．．．．．．．．．．．．．．．、．．（i）

　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　を得る。
　　　［　（G）　コ　ニO　．．．．．．．．．．．．．．．．．．（ii）

上記（i），（ii）式よりP”を求めると

　　　　P”二　［　（H）　コ　．．．．．．．．．．．．．．．（iii）

となる。

（抽）式を使用して，サービスを受けている客と待っている客の数の平均値L（＝Σ荊P、）

を求めると

　　　　L＝Σ帥P掘
　　　　　　”＝o

　　　　　＝［　（I）　］

となる。
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　　　　　　　　　　　昭和60年度（解答例）

　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　σ2
1．大きさmの標本変量平均又は，仮説μ＝30のもとで，M（30，一）に従う。このと
　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　m

き

　　　片（X…30・…）一・一・1

　　　　　　　万

であるから，有意水準1％の右側検定で，

　　　一　　　　　　　　　　　　　　σ
　　　）（＜　30＋　2．33一＝＝＝
　　　　　　　　　　ノ。

のとき，仮説μ＝30を採ることとなる。

　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　2　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　一　　　　　　　　　　　　　σ　　ところで，対立仮説μ＝30＋σのもとで，XはM（30＋σ，一）に従い，そのと
　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　n

　き第2種の誤りをおかす確率は

　　　　巾・・・・…÷）

　　　　刊X一；30＋σ）・…一ノ・）

　　　　　　　　π

　となる。この確率が5％となるのは

　　　　2．33一ノ7一一1．65

　のときであり，これよりmを求めると

　　　　m≒15．84

　となる。従って，標本の大きさは16とすればよい。

2　大きさMの有限母集団の各要素を0尾（冶＝ユ，2，……，M）で表す。このとき

　　　　　　　　　　　　　　　　一ユ65一



　　　　　　　　　　〃＿lP卜1　　　1
　　　Pf（X一芒α昆）＝　　　　　　＝　　，　韮＝！，
　　　　　　　　　　　〃F制　　　M

であるから，xの平均亙［x’］は

　　　　　　　　”　　　　　　　　　　1　”
　　　五［X’］＝Σ吻・pア（X‘＝α由）＝一Σo此＝m
　　　　　　　同　　　　　　　　　　M毘一I

となる。従って，Xの平均研X］は

　　　斑文1一町÷、‡、・11

2，　・　…　，　m

　　　　　　　1　”
　　　　　　＝一Σ亙〔X‘］
　　　　　　　n　‘≡ユ

　　　　　　　　1
　　　　　　＝’　’n　’m
　　　　　　　　n

　　　　　　＝榊

である。

　次に，xの分散γ［xコを求める。

　　　γ［X］＝研X］＝研（X－m）2］

一亙［／（は兄）一・／21

一亙［｛1ξ、（兄一・）｝21

一芸巾ユ（兄一・）2“，（兄一・）（均一・）1

　　　　　　　　　　　…≠ゴ

1・／三、舳一・）21か1（・一・）（ん一・）l／

　　　　　　　　　　　　‘≠ゴ
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ところで，

　　　　　　　〃亙［（X’一m）2］＝Σ（α尾一m）宮p、（Xゴ＝α尾）

　　　　　　尾！1

　1　”
＝一

ｰ（α島一m）2
　M庄一1

＝σ2

　　　　　　　　　　〃五［（X‘一m）（馬一m）］＝Σ（α点一m）（αrm）P、（XFα島，Xゴ＝の）

　　　　　　　　　㌫！

　　工　　”
＝　　　　Σ（α尾一m）（αrm）
　M（〃一1）占，ト1

　　　　　尾≠’

一”（÷．、）／メ、（・r・）、ミflr・）一メ、（・r・）・／

M（〃一1）
（O－Mσ2）

σ2

〃一1

従って

γ［文1→。（名1・二差、、竿、）

’≠ゴ

÷／・1L・（・一1）、竿、／

〃一n　　σ2

M－1　　m
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3X＝α1Xl＋02×2＋・・・・・・…十α”X〃

とおくと，各Xψ＝1，2，……，m）がθの不偏推定量であるから，

Xの期待値亙（X）は

　　　　亙（X）＝o1亙（X1）十α2亙（X2）十………十〇，，亙（兄）

　　　　　　　＝（ol＋o2＋………十α，、）θ

となる。xがθの不偏推定量であるための条件から，

　　　　01＋α2＋………十0。＝王　　　　　　　　　　　　　　　　　　・①

が成り立つ。

　Xの分散γ（X）は，題意より

　　　γ（X）＝α言γ（X1）十〇毫γ（X2）十………十α勇γ（X蜆）

　　　　　　＝α言σ書十α姜σ芸十・・・……十αタσ婁　　　　　　　　　　　　　・②

となる。

　①の条件の下で，②を最小とするσ1，α2，……，σ，，を求める。

　　　ト・1σ1＋・1σ1＋・……・・十α㍑一λ（α、十。。十・…・・…十α，、一1）

とおき，α1，o2，……，σ”について偏微分する。

　　　　∂工　　　　。
　　　　　　＝　201σ1一λ
　　　　∂ol

　　　　∂L
　　　一＝2α。σ1一λ
　　　∂α2

　　　∂L
　　　一＝2α”σ真一λ
　　　∂o冊

　∂L
各一　（4二1，2，・…・・，
　∂の

m）をOとおくと

　　一168一



　　　　λ　　0F刀　（トユ・2・．．’一’I・・）

が得られる。01＋α2＋………十〇，、＝1より

…・B

　　　　　2λ＝

　（二言・ま・…÷）

であるから，このとき各の（4＝1，2，……，n）は

ψ÷／（、1・ま・ ・・ ?j ・・C

となる。

　ここで，これらのの（4＝1，2，・・・…，n）に対して②が最小となることを示す。

いま，Xl，X2，……，兄の1次式でθの不偏推定量なる他の式

X’・＝〆Xl＋α’2×2＋…一・・十α二X荊 （〆十〆2＋・……十α二＝1）

が与えられたとすると，

γ（x）＝o｛2σ1＋α？σ姜十・・・・…十〇二2σ嘉

一声、／の・（・1－l1）γ11

　　　　　制　　　　　　　　嗣　　　　　　　　　　　　蜆
　　　　＝Σo～σξ十2Σα’（〆一の）σ子十Σ（o；一の）2σξ
　　　　　’11　　　　　　’！1　　　　　　　　　｛11

となる。③より，

　2＿　　2＿．．．　．、．　　　2α1σ1　－o2σ2　一　　　　　　　＝o”σ”

であるから

　　　”　　　　　　　　　　　　　　　　蜆
　　2Σ勿（α二一〇‘）σ手＝2α1σ言Σ（o…一の）＝O

　　　’！1　　　　　　　　　　　；11

また，X’はXと異る推定量であるから，少なくとも1つの4（タ＝ユ，2，・・・…，n）に対して
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　　　のキの

が成り立つ。従って

　　　γ（X’）＝Σの2σ茅十Σ（o二一の）2σ三

　　　　　　’一　　　　　　’，1

　　　　　〉Σの呈σ子＝γ（x）
　　　　　　’！I

すなわち，のが④によって与えられるとき②は最小となる。

　故に，求める推定量は

　　　（ま・ま・　・ま）ξ÷兄

である。

4．2次元正規母集団M（μ1，μ・；σ言，σ姜；ρ）からの標本

　　　（皿1，μ1）、（皿2，v2），一一・，（工冊，v”）

によって作られた母相関係数ρの推定値である標本相関係数

　　　　　Σ（η一工）（の一9）
　　　　　’一
　　　㌻伸一中、一アゾ（ただし・トまポ・ン）

は，ρ＝0のとき確率密度関数が
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∫（7）＝

・（m…1）

π（m≡2）
　　　d
（1－72）2

の分布に従う。このとき，統計量

τ＝

口
ルー2

は自由度m－2のオ…分布

9（左）＝

・（n…1）

高・（n…2）
（1・、字2）一千

に従う。・

　いま，帰無仮説ρ＝O，対立仮説ρキ0の検定を有意水準5％で行なう。与えられ

た標本（m＝50）において

τ＝

戸
π

は自由度48のト分布に従う。このとき，有意水準5％の棄却域は

R＝｛τllτ1〉2．011

であり， τの実現値は

卜÷／・・一…

であるので， ro∈Rとなり，帰無仮説ρ＝Oは棄却される。すなわち，有意水準
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5％で，“英語の成績は数学の成績と無関係である”とはいえない。

5．

（A）戸。（オ十〃）は次の2つの確率の和である：

　　　。時刻チに客が誰もいなくて，［オ，左十〃］に誰も到着しない確率　　Po（オ）

　　　　（1一λ〃）

　　　。時刻オに客がユ人いたが，け、才十〃］にサービスが終了し，かつ［≠，オ十

　　　　〃］に誰も到着しない確率　　戸1（彦）μ〃　（1一λ〃）

すなわち，

P。（左十〃）＝P。（左）・（1一〃≠）十戸1（去）・μ〃・（1一λ〃 ・（A）

（B）上記の算式を変形する。

　　　P。（ま十〃）一P。（オ）＝〃｛一λP。（オ）十μPl（チ）一λμPl（彦）∠彦｝

Po（オ十〃）一Po（広）
　　　　　　　　＝　μPl（オ）一λPo（ま）一λμ。Pl（オ）ノ庄

　　〃
・・ iB）

（C）

　　　　　　戸。（≠十〃）一Po（左）
P6（左）＝hm
　　　〃→o　　　　〃

＝lim｛μ」Pl（左）一λ一Po（オ）一λμP一（去）∠オ｝

〃→o

＝　μPl（オ）一λPo（彦） …（C）

（D）P，，（け〃）　は次の4つの確率の和である：

　　　。時刻オに客がn－1人いて，［オ，オ十〃］にユ人到着しかつ誰もサービスが

　　　終了しない確率　　P，，一1（オ）λ〃　（工一μ〃）

　　　。時刻fに客がm人いて，〔左，ま十〃］に誰も到着せずかつ誰もサービスが終
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　　　　下しない確率　　P，，（才）（1一λ〃）（1一μ〃）

　　　。時刻才に客がm人いて，［左，ま十〃］に1人到着しかつ1人サービスが終了

　　　　する確率　　P”（去）λ〃　μ〃

　　　。時刻才に客がn＋1人いて，［左，オ十〃］に誰も到着せずかつユ人サービス

　　　　が終了する確率一戸，，。1（チ）・（1一λ〃）・μ”

すなわち

P冊一（去）・λカ左・（且一μ∠ま）十P冊（オ）・（1一λ∠広）・（1一μ∠オ）

　　　　　　　　十P”（左）・λ∠オ・μ∠去十P冊十1（’）・（1一λカオ）・μ∠オ　　・・・…（D）

（E）上記の算式

　　　　　P”（オ十〃）

　　を変形すると

　　P冊（f＋〃）一P。（左）
　　　　　　　　　　　一（λ一λμ∠オ）P蜆＿1（チ）十（一λ一μ十2λμカオ）P”（左）

　　　　　〃

　　　　　　　　　　　十（μ一λμ∠オ）P肘1（オ）

　　従って，

　　　　　　　　P制（左十〃）一戸蜆（左）
　　P二（す）＝lim
　　　　　　〃一〇　　　　〃

　　　　　一出．、（f）一（λ。、）舳）。、。lT　　　　．．．．．．（。）

（F），（G）時間が十分経過してP冊（オ）が’と無関係となり，P”（左）＝P、、と表わせる

　状態では片’（左）＝O　（m＝O，ユ，2，…．．．…）であるから，このとき，

　　m＝Oならば
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舳）一 柱ﾜ一・
・・ iF）

n＝1，2， ・ならば

κ（オ）＝ λP蜆＿1川（λ十μ）戸，、十μP”斗1 一　〇

・（G）

（H）　（G）＝Oより

R・r＾一
i三）（＾一＾一1）

となる。従って

H－1一
i÷）（・一1一片一・）

一（÷）”I’（・1一舳

　　　　　　　　　　　　λ
（F）＝0より，P1＝一Po
　　　　　　　　　　　μ

であるから

卜＾一1一
i÷）祠一’（÷一1）＾

さらに

‡、（・r・；一1）一声、（÷ゾ（÷一1）＾

を計算すると

P蜆一Po＝

1一
i÷）”

1一

（÷一1）・
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となり，これを変形して

凡一 i÷γ・

を得る。また，Σ戸。＝王（0＜λ＜μ）

　　　　　　蜆！o
であることより

1

　　λ
！一一
　　μ

Po＝互

であるから，

　　　　λ
Po＝1一

従って

P冊＝ （1÷）（甘 ・（H）

（I）

ム＝Σ〃”
　　冊ミ。

一（1一 三）烹・（÷γ

を求める。いま，1”1＜ユにおいて　Σ””十1を考える。

　　　　　　　　　　　　　　蜆呈。

　　　　　∬Σ〆十1＝
炉。　　　1一工

であり，両辺を工で微分すると

固　　　　　　　　　1
ξ。（・十1）π記＝（1＿工）・
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となる。この式の左辺は

　　　　Σ（n＋1）π制＝Σn〆十Σ工冊
　　　”’o　　　　　　　　肺≡o　　　　“三〇

　　　　　　　　　　　　　　　　1　　　　　　　　　　　＝Σ伽岬十
　　　　　　　　　　　　炉。　　1一工

と表せるから

　　　　帥　　　　　1　　　　1
　　　Σ舳”＝　　　炉。　　（1一工）2　1一エ

　　　　　　　　エ
　　　　　　　（1一工）2

ここい
¥（・・÷・1）を代入すると

従って

　　　　　　⊥
言・（1）蜆一μ
　　　　　（1一打

工十三）○㌻

・・ iI）
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