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　　　　数学……1

数学（問題）

［問題1から問題4を通じて、必要であれば（付表）に記載された数値を用いよ。また、解答が数値

となる場合は、整数となる場合を除き、小数点以下第5位を四捨五入した小数点以下第4位までの

小数、または既約分数とせよ。］

問題1．次の谷間の［二］に入る答のみを、所定の解答用紙に記入せよ。（5点×6）

（1）　1から9までの番号が1つずつ書いてある9枚のカードの中から1枚抜き出す試行を考える。抜

　き出したカードの番号が2”（m＝0，1，2，3）で割り切れて2㎜十1では割り切れない場合に値

　mをとるような確率変数をXとする。また、抜き出したカードの番号が3”（〃＝1O，1，2）で割

　り切れて3糾1では割り切れない場合に値ηをとるような確率変数をγとする。なお、全て

　の自然数は1で割り切れるものとみなす。このとき、Xの平均は［ニコ、分散は［二］、γ

　の平均は［ニコ、分散は［ニコ、　xとγの共分散は［ニコである。

（2）　A，Bは2人合わせてM円持っている。2人でゲームを繰り返し行い、1回のゲームが終わ

　るごとに、敗者が勝者に1円を払い、どちらかの所持金がO円（破産）になったところでゲーム

　をやめることとする。Aがn円持っているところからゲームをはじめるとき、最終的にAが

　破産する確率は□である。ただし、1回のゲームで、A，Bの勝つ確率は、それぞれ

　　1　　　α
　　　　、一とする。（α＞0，α≠1）
　1＋α　　1＋α

（3）サイコロを5回投げる中で、1の目が連続して2回以上出る確率は［ニコである。また、サ

　イコロを5回投げる中で、同じ目が連続して2回以上出る確率は［ニコである。

（4）　X1，X2，X3を、互いに独立でそれぞれ区間［0，11土の一様分布に従う確率変数とする。こ

のとき、確率小1・・、2・X3く・）・［コである。

（5）！00個のデータ数値の合計をとることを考える。個々のデータについて、小数点以下を四捨五入

　して合計する場合と、小数点以下を五捨大入して合計する場合の差の絶対値がαを超えない確

　率が095以上となるような最小の整数αを、中心極限定理を用いて求めると、α・［二］で

　ある。

（6）　右図のような半径1の半円周M上に点Pを無作為に

　選ぶ。このとき、三角形〃刀の面積∫の確率密度関数
　！（3）は、！（s）：［二二コ　（0＜∫＜1）である。

ノ　　　　　　　　　　　　　　3
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数学……2

間題2．　次の谷間の［二］に入る答のみを、所定の解答用紙に記入せよ。（5点×5）

（1）正規母集団M（μ，σ・）から標本・、，。、をとる。μの推定量γ一。．五。わ．ムが有効推定

　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　2　　　3

　量ならば、o＝［二］、ト［二］であり、そのときのγの分散は、べγト［ニコである。

（2）　Xが正規母集団　M（μ，σ2）　からの標本であるとき、仮説Ho：μ＝μo＝165を、

　対立仮説　Hl：μ＝μ1＝172　に対して検定したい。　いま、σ＝11はわかっており、かつ対立

　仮説HIが真であるとき、Hoを採択する（第2種の誤りをおかす）確率が2％以下になるようにする

　には、標本数nは［二］以上あればよい。ただし、有意水準は0．05とする。（自然数で答えよ）

（3）　X1，X2，X3を確率変数Xからの標本とし、X（1）≦X（2）≦X（3）をその順序統計量とする。Xの

確率密度関数外）が・ル）一 ^ガ淳激で与え！れ／l／・w・□・

　耶（、）1・［コ、叩（、〕〕・□である。

（4）分散の片側検定において、真の分散が帰無仮説において仮定された分散の3倍になったとき、帰無

　仮説が確率95％以上で棄却されるようにするには標本数が　［二］個以上あればよい。ただし、平

　杓は未知とし、有意水準はO．05とする。

（5）　1，2，4，8　16，32を、不連続な区間レ，わ1∪一。，321上の一様な分布からの標本とする

　とき、母数。，ろおよび。の最尤推定量は、それぞれ、［、［、［二］である。

　ただし、α，わ　cはいずれも整数で、oくわく。く32　とする。
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　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　数学・・・…3

間題3．確率変数Xと確率変数γは互いに独立で、Xは平均λのポアソン分布に従い、γは平

　　均λの指数分布に従うものとする。ここに、λは正の定数とする。

　　このとき、以下の問いに答えよ。

　（1）Xの積率母関数Mx（θ）、およびγの積率母関数M、（θ）を求めよ。　　　　（2点×2）

　　　　　　　　わいど
　（2）　Xの分布の歪度およびγの分布の歪度を求めよ。　　　　　　　　　　　　　　（4点X2）

（・）X・γとなる確率小・γ）を求めよ。　　．　　　　　　（・点）

なお・一般1・確率変数・一分布の歪鮒 �ﾅ定義／肱

問題4．連続かつ（狭義）単調増加な分布関数F（x）に従う母集団から、m個の標本X1，X2，…，X伽

　　をとる。これを大きさの順に並べ替え、’番目に小さいものをx　と表す。　また、
　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　（’）

　　巧、〕＝F（X（、））＝戸（兀≦X｛、））とし、々、）を確率変数とみなす。（’＝1，λ＿，m）

　　このとき、以下の問いに答えよ。

（1）確率変数・）の分布関数㈹が・・σ）・
ｪ／㌘ト（・一ヅ1なるllを導1九（・刺

　（2）確率変数η，）の確率密度関数g、（x）を求めよ。　　　　　　　　　　　　　　　（1O点）

　（3）確率変数々、〕の期待値を求めよ。　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　（1O点）

　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　以　上
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（付表）

I．標準正規分布表

上側8点u（8）から確率8を求める表 （例： 戸（工・0．25）＝O．401）

u（8）→8

O．0★

O，1★

O．2★

O．3★

O．4★

0，5土

O16★

O．7★

O．8｛

O．9★

1．O★

1．1★

1．2ま

1．3土

1，4★

1．5★

116★

1．7★

1．8★

1．9★

2．0★

2．1｛

2．2＋

2．3★

214★

2，5★

★＝0　　　★＝1　　　★＝2 土＝3 土＝4 ｛二5　　　★二6　　　“＝7　　　★＝8 ★二g

O．500

0．460

0．421

0．382

0．345

0．309

0．274

0．242

0．212

0．184

0．159

0．136

0．115

0．097

0．081

0．067

0．055

0．045

0．036

0．029

01496

0．456

0．417

0．378

0．341

0．305

0．271

0．239

0．209

0．181

0．156

0．133

0．113

0．095

0．079

0．066

0．054

0．044

0．035

0．028

0．023

0．018

0．014

0．O11

O．008

0．006

0．022

0．017

0．014

0．010

0．008

0．006

0．492

0．452

0．413

0．374

0．337

0．488

0．448

0．409

0．371

0．334

0．302

0．268

0．236

0－206

0．179

0．154

0．131

0．111

01093

0．078

01064

0．053

0．043

0．034

0．027

0．022

0．017

0．013

01010

01008

0．006

0．298

0．264

0．233

0．203

0．176

0．484

0．444

0．405

0．367

0．330

0．295

0．261

0．230

0．200

0，174

0．480

0．440

　　　　　　　O．363

　　　　　　　0．326

　　　　　　　0．291

　　　　　　　0．258

　　　　　　　0．227

　　　　　　　0．198

　　　　　　　01171

0・’49 P0・’47

0．127　　　01125
0．10710．106

0・090 FO・089

0，075　　＝　0，074
　　　　・・一十・一…一一・一一・・一・・

O．062　　　0．061

0・051 P0・049

0．041　　　0．040

0，033　　≡　O．032

0，026　　≡　O．026
　　　一一一一一十一・一一一一一一一

01021　　！　O．020

0．016　　　0．016

0．O13　　　0．012

0．O10　　　0．009

0．O07　　　　0．O07
　　　　　．斗一一

0．O06　　　　0．005

0．476

0．436

0．397

0．359

0．323

0．288

0．255

0．224

0．195

0，169

0．472

0．433

0．394

0．356

0．319

0．468

0．429

0．390

0．352

0．316

0．464

0．425

0．386

0．348

0．312

0．284

0．25王

0．221

0．192

0．166

0．281

0．248

0．218

0．189

0．164

0．278

0．245

0．215

0．187

0．161

0．152

0．129

0．109

0．092

0．076

0．063

0．052

0．042

0．034

0．027

0．021

0．017

0．013

0．010

01008

0．006

01145

0．123

0．104

0．087

0．072

0．059

0．048

0．039

0．031

0．025

0．020

0．015

0．012

01009

01007

0．005

0．142

0．121

0．102

0．085

0．071

0．058

0．047

0．038

0．031

0．024

0．019

0．015

0．012

0．009

0．007

0．005

0．140

0．119

0．100

0．084

0．069

0．057

0．046

01038

0．030

0．024

0．019

0．015

0．O11

O．009

0．007

0．138

0．117

0．099

0．082

0．068

0．056

0．046

0－037

0．029

0．023

0．018

0．014

0．011

0．008

0．006

0．005 0．005

確率εから上側ε点口（8）を求める表 （例：P（ハ1，960）一0，025）

8→u（8）

O．OO÷

O．O1★

0．02★

0．03★

0．04ま

0．05｛

O．06★

O．07★

0，08★

0．09★

011★

0．2★

0．3★

O．4★

★＝0　　　★＝1　　　★＝2 ★＝3 “二4 ｛：5　　　｛：6　　　★＝7　　　★＝8 ★＝9

　oo

2．326

2．054

1．881

1．751

1．645

1．555

1．476

1．405

1．341

1．282

0．842

0．524

0．253

3．090

21290

2．034

1．866

1．739

1．635

1．546

1．468

11398

1．335

1．227

0．806

0．496

0．228

2．878

2．257

2．014

1．852

11728

1．626

1．538

1．461

1．392

1．329

11175

0．772

0．468

0．202

2．748

2．226

1．995

1．838

1．717

1．616

1．530

1．454

1．385

1．323

1．126

0．739

0．440

0．176

2．652

2，197

エ、977

1．825

1．706

1．607

1．522

1．447

1．379

1．317

1．080

0．706

0．412

0．151

2．576

2．170

1．812

1．695

1，598

王．514

1．440

1．372

1．311

2．512

2．144

1．943

1．799

1．685

1．589

1．506

1．433

1．366

1．305

1．036　　　　01994

0．674　　　0．643

0．385　　　0．358

0．126　　　　0．100

2．457

2，120

王．927

1．787

1．675

1．580

1．499

1．426

1．359

1．299

0．954

0．613

0．332

0．075

2．409

2．097

1．911

1．774

1．665

1．572

1．491

1．419

1．353

1．293

0．915

0．583

0．305

0．050

2．366

2．075

1．896

1．762

1．655

1．563

1．483

1．412

1．347

1．287

0．878

01553

0．279

0．025
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■．自由度ψのX2分布の上側8点 z2（ε）

Ψ＼・ 01975 0．950 O．900 O．1OO O．050 O，025

1 0．OO1 O．O04 O，016 2．706 31841 5．024

2 0．051 O．103 O，211 4．605 5．991 7．378

3 O．216 0．352 O．584 6．251 7．815 9．348

4 O．484 O．71王 1．064 7．779 9．488 11．143

5 O．831 1．145 1．610 9．236 11．070 12．833

6 1．237 1．635 2．204 10．645 12－592 14．449

7 1，690 2．167 2．833 12．017 14．067 16．013

8 2．180 2．733 3，490 13．362 15．507 17．535

9 2．700 3．325 4．168 14．684 16．919 19．023

10 3．247 3．940 41865 15．987 18．307 20．483

11 3．816 4，575 5．578 17．275 19．675 21．920

12 4．404 5．226 6，304 18．549 21．026 23．337

13 5．O09 5．892 7．042 19．812 22．362 24．736

14 5．629 6．571 7．790 21．064 23．685 26．119

15 6．262 7．261 8．547 22．307 24．996 27．488

16 6．908 7．962 9．312 23．542 26．296 28．845

17 7．564 8．672 1O．085 24．769 27．587 30．191

18 8．231 9．390 10．865 25．989 28．869 31．526

19 8．907 10．117 11．651 27．204 30．144 32．852

20 9．591 1O，851 12．443 28．412 31．410 34．170

21 10．283 11，591 131240 29．615 32．671 35．479

22 10．982 12．338 14．041 30．813 33．924 36．781

23 11．689 13．091 14．848 32．007 35．172 38．076

24 12．401 13．848 15．659 33．196 36．415 39，364

25 13．120 14．611 16．473 34．382 37．652 40．646

26 13．844 15．379 17．292 35．563 38．885 41．923

27 14．573 16．王51 181114 36．741 40．113 43．195

28 15．308 16．928 181939 37．916 41．337 44．461

29 16．047 17．708 19．768 39．087 421557 45．722

30 16．791 18．493 20．599 40．256 431773 46．979

31 17．539 19．281 21．434 41．422 44．985 48．232

32 18．291 20．072 22．271 42．585 46．194 49．480

33 19．047 201867 231110 43．745 47．400 50．725

34 19．806 21．664 23．952 44．903 48．602 51．966

35 20．569 22．465 24．797 46．059 49．802 53．203

36 21．336 23．269 25．643 47．212 50．998 54．437

37 221106 24．075 26．492 48．363 52．192 55．668

38 22．878 24．884 27．343 49．513 53，384 56．896

39 23．654 25．695 28．196 50．660 54．572 58．120

40 24．433 26．509 29．051 51．805 55．758 59．342

50 32．357 34．764 37．689 63．167 67．505 71．420

60 40．482 43．i88 46．459 741397 79．082 83．298

70 48．758 51．739 55．329 85．527 90．531 95．023

80 57．153 60．391 64．278 96．578 101．879 106．629

90 65．647 69．126 73．291 107．565 113，145 118．136

100 74．222 77．929 82．358 118．498 124．342 129．561

皿．自由度Ψの〃分布の上側ε点

数学…　5

1φ（ε）

φ＼・ O．1OO O．050 O，025

6 1．440 1．943 2．447

7 1．415 1．895 2．365

8 1．397 1．860 2．306

9 1．383 1，833 2．262

10 1．372 1．812 2．228

11 1，363 1．796 2．201

12 1．356 1．782 2．179

13 1．350 1．771 2．160

14 1．345 1．761 2．145

15 1．341 1．753 2．131

16 1．337 1．746 2．120

17 1．333 1，740 2．110

18 1．330 1．734 2．101

19 1．328 1．729 2．093

20 1．325 1．725 2．086

21 1．323 1．721 2．080

22 1．321 1．717 2．074

23 1．319 1．714 重1069

24 1．318 1．7n 2．064

25 1．316 1．708 2．060
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1V．分母の自由度〃，分子の自由度刀のア分布の上側8点 ㍗（ε）

8＝0．100

m＼ 1 2 3 4 5 6 7 8 9 10

2 8．526 9，000 9．162 9．243 9．293 9．326 9．349 9．367 9．381 9．392

3 5．538 5．462 5，391 5．343 5．309 5．285 5．266 5．252 5．240 5．230

4 4．545 41325 4．191 4．107 4．051 4．O1O 3．979 3．955 3．936 3．920

5 4．060 3．780 3．619 3．520 3．453 3．405 3．368 3．339 3．316 3．297

6 3．776 3．463 3．289 3．181 3，108 3．055 3．O14 2．983 21958 2．937

7 3．589 3，257 3，074 2．961 2．883 2．827 2．785 2．752 21725 2．703

8 3．458 3，113 2，924 21806 2．726 2．668 2．624 2．589 2．561 2．538

9 3．360 3．006 2．813 2．693 2．611 2．551 2．505 2．469 2．440 2．416

10 3．285 2．924 2．728 2．605 2．522 2．461 21414 2．377 2．347 2．323

8＝O．050

m＼ 1 2 3 4 5 6 7 8 9 10

2 18．513 19．000 19．164 19．247 19．296 19．330 19．353 19．371 19．385 19．396

3 1O．128 9，552 9．277 9．117 9．O13 8．941 8．887 8．845 8．812 8．786

4 7．709 6．944 6．591 61388 6．256 6．163 6．094 6．041 5．999 5．964

5 6．608 5．786 5．409 5．192 5，050 4．950 4．876 41818 4．772 4．735

6 5．987 5．143 4．757 4．534 4．387 4．284 4．207 4．147 4．099 4．060

7 5．591 4．737 4．347 4．120 3．972 3．866 3．787 3．726 3．677 3．637

8 5．318 4．459 4．066 3．838 3．687 3．581 3．500 3．438 3．388 3．347

9 5．117 4，256 3．863 3．633 3．482 3．374 3．293 3．230 3．179 3．137

10 4．965 4．103 3，708 3．478 3．326 3．217 3．135 3．072 3．020 2．978

£＝O．025

m＼ 1 2 3 4 5 6 7 8 9 10

2 38．506 39．O00 39．165 39．248 39．298 39．331 39，355 39．373 39．387 39．398

3 I7．443 161044 15．439 15．1O1 141885 工4．735 14．624 14．540 141473 14．419

4 12．218 1O．649 9．979 9．605 9．364 9．197 9，074 8．980 81905 81844

5 1O．O07 8．434 7．764 7．388 7．146 6．978 6．853 6．757 6．681 6．619

6 8．813 7．260 6．599 6．227 5．988 5．820 5．695 5．600 5．523 5．461

7 8．073 6．542 5．890 5．523 5．285 5．1亘9 4．995 4．899 4．823 4．761

8 7．571 6．059 5．416 5．053 4．817 4．652 4．529 4．433 4．357 4，295

9 7．209 5．7I5 5．078 4．718 4．484 4．320 4．197 4．102 4．026 3．964

10 6．937 5．456 4．826 4．468 4．236 4．072 3．950 3．855 3．779 3．717

ε＝O．O10

m＼n 1 2 3 4 5 6 7 8 9 10

2 98．503 99，O00 99．166 99．249 99．299 99．333 99．356 99．374 99．388 99．399

3 34．116 30．817 29．457 28．710 28．237 27．911 27．672 27．489 27，345 27．229

4 21．198 I8．000 16．694 15．977 15．522 15．207 14，976 14．799 I4．659 14．546

5 16．258 13．274 I2．060 11．392 1O．967 1O．672 1O．456 10．289 IO．158 1O．051

6 13．745 1O．925 9．780 9．148 8．746 8．466 8．260 8．102 7．976 7．874

7 12．246 9．547 8．451 7．847 7．460 7．191 6．993 6．840 6．719 6．620

8 11．259 8．649 7．591 7，O06 6．632 6．371 6．178 6．029 5．911 5．814

9 1O．561 8．022 6．992 6．422 6．057 5．802 5．613 5．467 51351 5．257

10 10．044 7．559 6．552 5．994 5．636 5．386 5．200 5．057 4．942 4．849

£＝O．005

m＼ 1 2 3 4 5 6 7 8 9 10

2 198．501 199．O00 199．166 199．250 199．300 199，333 199．357 199．375 199．388 199．400

3 55．552 49．799 47．467 46．195 45．392 44．838 44．434 44．126 43．882 43．686

4 31．333 26．284 24．259 23，155 22．456 21．975 21，622 21．352 21．工39 20．967

5 22．785 18．314 16．530 15．556 14．940 14．513 14．200 13，961 13．772 13．618

6 18．635 14．544 12．917 12．028 11．464 11．073 1O．786 10．566 10．391 1O．250

7 16．236 12．404 1O，882 1O．050 9．522 9．155 8．885 8．678 8．514 8．380

8 14．688 11，042 9．596 8，805 8．302 7．952 7．694 7．496 7．339 7，211

9 13．614 10．107 8．717 7．956 7．471 7．134 6．885 6．693 6．541 6．417

10 12．826 9．427 8．081 7．343 6．872 6．545 6．302 6．116 5．968 5．847
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数学　解答例

確率や統計以前に、数学の基礎的な事柄について、理解が不足していると思われる答案が多く見られ

た。以下の解答例では、そういった答案を書いた受験者にも理解できるように、冗長となることを厭わ

ず、なるべく詳細な記述に努めた。また、周辺の知識についても枠に囲んで加えた。

問題1．確率分野において基礎的と思われる問題を出題した。（1）～（6）に各5点を配点したが、受験者

　の平均点は（1）が飛び抜けて高く、次いで（3）（4）（2）（5）（6）の順に高かった。

xの平均
7－9

（または、O．7778）

xの分散
86－

W1
（または、1．0617）

（1）

γの平均
4－9

（または、O．4444）

γの分散
38’

W1
（または、O．4691）

xとγの共分散
　19■　　　　一

@81
（または、＿O．2346）

（2）

掘　　　M
ｿ　一α

1＿αM

1の目
751－

V776
（または、O．0966）

（3）

671
（または、O，5177）同じ目

1296

（4）

4■15

（または、O．2667）

（5） 15 （7も正解とした。）

2－　　1 1

（O＜s＜1）（6）

π高
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問題1（1）

　1から9までの番号が1つずつ書いてある9枚のカードの中から1枚抜き出す試行を考える。抜き出

したカードの番号が2”（m＝O，1，2，3）で割り切れて2㎜十1では割り切れない場合に値mをとる

ような確率変数をXとする。また、抜き出したカードの番号が3”（〃＝O，1，2）で割り切れて3π十1

てば割り切れない場合に値nをとるような確率変数をγとする。なお、全ての自然数は1で創り切

れるものとみなす。このとき、xの平均は［ニコ、分散は［ニコ、γの平均は［ニコ、分散

は［ニコ、　xとγの共分散は［ニコである。

［解答例コ

　　有限母集団の、平均、分散、共分散を求める問題である。きわめて基本的な問題であり、当然なが

　ら出来はよかったが、それでも、平均、分散、共分散すべてに正解した答案は意外に少なかった。

1は2o＝1で割り切れて21昌2で割り切れない。また、30＝1で割り切れて、3㌧3で割り切

れない。したがって、カードの番号が1のとき、X＝O，γ＝O

2は2㌧2で割り切れて22＝4で割り切れない。また、30：1で割り切れて、31＝3で割り切

れない。したがって、カードの番号が2のとき、X＝1，γ二〇

3は2o＝1　で割り切れて21二2で割り切れない。また、31＝3で割り切れて、32≡9で割り切

れない。したがって、カードの番号が3のとき、X：O，γ＝1

4は22＝4で割り切れて23二8で割り切れない。また、30＝1で割り切れて、31＝3で割り切

れない。したがって、カードの番号が4のとき、X＝2，γ＝O

5は2o＝1で割り切れて21＝2で割り切れない。　また、3o：1で割り切れて、31＝3で割り切

れない。したがって、カードの番号が5のとき、X二〇，γ＝O

6は21＝2で割り切れて22＝4で割り切れない。また、31＝3で割り切れて、32＝9で割り切

れない。したがって、カードの番号が6のとき、X＝1，γ：1

7は2o＝1で割り切れて21：2で割り切れない。また、30二1で割り切れて、31≡3で割り切

れない。したがって、カードの番号が7のとき、X二〇，γ＝O

8は23二8で割り切れて24＝16で割り切れない。また、30＝王で割り切れて、31＝3で割り切

れない。したがって、カードの番号が8のとき、X＝3，γ：O

9は2o＝1で割り切れて21＝2で割り切れない。また、32＝9で割り切れて、33＝27で割り切

れない。したがって、カードの番号が9のとき、X：O，γ＝2
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　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　1
カード番号が1～9それぞれとなる確率はすべて一。
　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　9

ア・亙匡】・去ΣX｛（一α7778）

五レ21・去ΣX2一昔一ξ

州・巾刈一中㌧・ア・・剛・糾・瑚・吋

・外材外1席1÷／ξト器・・・…）

ア・昨1一番Σγ・舌（一〇側4）

ψ21一夫Σγ2一ξ一ξ

咽・糾げ÷／訂・器・帆・…）

ψγ1・去Σ〃・去

・・Ψ［X，γ1・山一ア）・ゼア〕一加一Xアー万・剛

＝4wトア万［刈一ア五［γ］十アア＝万［〃トアアーアア牛アア

ー卵1一万・王、エ。三・一里←一・．・…）

　　　　　　　9　9　9　　81

共分散の欄が白紙の答案が多く見られた。定義を覚えていないためと思われる。

確率変数Xの分散は、X－Xの2乗の期待値。確率変数γの分散は、γ一γの2乗の期待値。Xと

γの共分散は、分散で・乗とするかわりにそれぞれを・つずつ組み合わせたトア）・レア）の期待値

と覚えればよい。

共分散に関連して、2つの確率変数（例えば、Xとγ）のr相関係数」という概念がある。

　　　　　　　　　　　　　　　　　C・枢，γl

xとγの相関係数い定献 ﾎπ相関係数亭ま一’以上’以下

なお、本間の相関係数は一0．3324となる。

　x＝γのときの共分散　coソk，x1二灯刈 、相関係数ρ工工＝1
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Xとγは同一または互いに他の正値の定数倍であれば相関係数が1，

　X＝＿γのときの共分散　Coソk，＿刈＝＿7ぽ】、7トX1＝γ同　、相関係数ρ胤＝＿1

Xとγは互いに他の負値の定数倍であれば相関係数が一1，

　Xとγが独立な場合　珂〃トアア　だから、Coソ［X，γ］＝O　、ρ血二〇

Xとγは独立であれば相関係数がO。

　これらの逆は一般には成り立たない。

相関係数または共分散が正値ならば「xとγは正の相関がある」、

相関係数または共分散が負値ならば「xとγは負の相関がある」ということもある。

本間のxとγは負の相関があることになる。

　一般に、封”1＝アア十。0ソレ，γ】、　ザ［x±γ1＝γ同十「同士2．cω［x，γl

xとγが独立ならば、万［〃】ニアア　、　吋x±γ］＝ザ［x1＋γ［γ】

（逆に、五［〃トアア　や　γ［x±γトγ同十吋γ1が成り立っても、xとγは独立とは限らない）

　以下は期待値演算子等の重要な性質

到必・π・・1二・・卵1・わ・厄［γ1・・

吋必・〃・・1＝・2・小1・わ2・γ［γ1・2αろ・C・巾，γ1

（α，わ，cを定数とする。それぞれの定数にOや1を入れた場合についても確かめること）
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問題1（2）

　A，Bは2人合わせてM円持っている。2人でゲームを繰り返し行い、1回のゲームが終わるごと

に、勝者が敗者に1円を払い、どちらかの所持金が0円（破産）になったところでゲームをやめること

とする。Aが〃円持っているところからゲームをはじめるとき、最終的にAが破産する確率は

　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　1　　　　α
［二］であ乱　ただし、1回のゲームで・A・Bの勝つ確率は・それぞれ一・一とす
　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　1＋α　　1＋α

る。（α＞0，αφ1）

［解答例コ

　　これは、基本的な確率過程の問題として有名なものである。ただし、確率過程の特別な知識は不要

　であり、順番に考えていくと解答にたどり着ける。

　Aが破産する確率は、それ以前のゲームの結果やその時点で何回ゲームが終わったか（過去の経過）

　に関係せず、その時点の所持金にのみ依存する。

　Aが所持金κ円の状態から、最終的にAが破産する確率をP色とする。

　　κ＝OならばAは既に破産している。た＝MならばBが既に破産しておりAが破産することはない。

　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　1　　　　　　　　　　　　α
　　それ以外のκであれば、次のゲームの勝敗により、一の確率でκ十1円に、　　　の確率でκ一1
　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　1＋α　　　　　　　　　　1＋α

　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　1
円になる。したがって、次のゲームでAが勝った後に最終的にAが破産する確率は一れ、1、次

　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　1÷α

のゲームでBが勝った後に最終的にAが破産する確率は＿2Lれ一1である。また、次のゲームはA
　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　1＋α

が勝つかBが勝つかいずれか。以上から、

　　馬＝l

　　　　　1　　　　　α
　　耳：　耳、1＋　耳一一（κ・1，2，…　，M－1）
　　　　1＋α　　　1＋α

　　み＝O

これを解いてP北を求める。（両端が定まった有限個の漸化式）

以下、この漸化式を解く。

　上記P此式の両辺に1＋αを乗じると、

　　（1＋α）4＝耳十けα吟．1

変形すると、

　　p此十1寸＝α（巧一耳．1）

　これから、

　　汽一耳．1：α止一’（巧一馬）

耳．正一々．、・α此一2（巧一々）
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　巧一馬＝（巧一馬）

辺々加えると、

巧一局・（α止■一・αト2・…÷α・1）（巧一局）

変形すると、

　　　　　1＿α正
　耳一馬＝　　　（4一易）
　　　　　　1一α

巧＝玉　を代入すると、

　　　　　1＿α左

　れ一1＝　（ろ一1）　…　②
　　　　　1一α

κ1M　とすると、

　　　　　1＿αM
　み一1＝　　　（ろ一1）
　　　　　1一α一

み＝O　を代入すると、

　1＿α”
　　　　（巧一1）＝一1
　1一α

変形する。

巧一1’@1
　　　　＝　　　　　　　…　　③
　1一α　　1＿α”

　　　　　　　　　　工＿α丘
②③より・巧一1：　　　w
　　　　　　　　　1一α

　κ＝〃　とすると、

　　　　　I＿α”　αH＿αM
ち＝1　　。＝　　。

　　　　　1一α　　1一α

…　　①

（α≠1なので、等比級数の和を用いた）

（参考）この問題ではα≠1　としたが、α＝1の場合は、1回のゲームで、A，Bの勝つ確率がそ

　　　　1　れぞれ＿となる。その場合、①までは上記と同じであるが、そこから先が以下のとおりとなる。
　　　　2

　片一巧二此（片一月O）

　馬：1　を代入すると、れ＿1斗（巧＿1）　　　…　　④

　κ＝M　とすると、戸パ1＝M（巧一1）

　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　1　み＝Oを代入すると、M（ろ＿1）二＿1変形して巧＿1＝＿＿　…　⑤
　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　M

　　　　　　　　　　先
　④⑤より、れ＝1一一
　　　　　　　　　　M

κ＝〃　とすると、
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　　　〃馬＝1一一
　　　M

　「以下、この漸化式を解く」以降は、漸化式の典型的な解法の一つ。隣り合う3項の漸化式なので、

少なくとも2項が既知である必要がある。ここでは、第O項と第M項が既知である。他にも、漸化式の

典型的な解法は何種類かある。

漸化式の解き方の基本（a，r，∫は定数とする）

①れ≡耳．1＋a　　　　　⇒　耳＝馬十〃

②耳＝rれ．1　　　　　⇒　4＝r止馬

③戸丘＝〃此．1＋a　　　　⇒　耳一α＝7（耳．1一α）の形に変形して、②に帰着

④　れ＝〃正．1＋∫p比、2　　　　　　　→　　　4＋α耳．1＝β（4．I＋αみ．2）の形に変形して、

　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　②に帰着

　これらの応用として、ある関数！　を取って2止＝／（み）と置き、ρ止に対して、上記の基本を適

　　　　　　　　　　　　　　　1周する場合もある。例えば、ρ止＝＿　である。
　　　　　　　　　　　　　　　れ

　漸化式を解くのはそれなりの時間がかかるが、チェックは容易に出来る。本問で言えば、〃に0また

はMを代入して、耳＝1、み＝O　であることを確認し、次に、

　　　1　　　　α
耳＝一4＋け　　　耳．1の右辺に得られた答えを代入する。すなわち、
　　1＋α　　　1＋α

　1　　　α　　　1　α用＿α”　α　α止■1＿αM
、、α巧・・十高れ一・：莇、．α・十、、α、．α・

　　　　　　　　　∠書ポ≠甘一等一耳
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問題1（3）

　サイコロを5回投げる中で、1の目が連続して2回以上出る確率は［ニコである。

また、サイコロを5回投げる中で、同じ目が連続して2回以上出る確率は［二］である。

［解答例］

離散的な確率を求める問題である。素朴で易しい問題ではあるが、前半と後半では異なるアプロー

チとなるところが落とし穴である。そのためか、前半・後半共に正解したものにくらべ、どちらか一

方のみ正解したものが多かった。

（前半）1の目が出ることを①、1の目以外が出ることを×、いずれの目が出てもよいことを？で表

すものとする。

サイコロを5回投げる中で1の目が連続して2回以上出るのは、

　①①？？？

　×①①？？

　？×①①？

　？？X①①　　（ただし、①①×①①は、①①？？？と重複するので除く）

の場合があり、それぞれの確率は

　1　1
　＿×＿x1x1×1
　6　6

　5　1　1
　－x－x一×1×1
　6　6　6

　　　5　1　1
　1x－x－x－x1
　　　6　6　6

　　　　51111511　1x1x－x－x一一一×一×一×一×一

　　　　66666666
であるから、求める確率は、

　11　　　511　　　511　　　51111511　＿x＿×1x1x1＋＿x＿x＿x1x1＋1x＿x＿×＿x1＋1x1x＿x＿x＿＿＿×＿×＿×＿×＿

　66　　　666　　　666　　　66666666
　　751
＝　　　＝00966
　7776

（後半）サイコロを5回投げる中で胴じ目が連続して2回以上出ること」の余事象は「2回目以降

において前回の目と同じ目が出ないこと」であり、余事象の確率は、

　　5　5　5　5　625
　　－X一×一X一＝
　　66．661296
したがって、求める確率は、

　　　　625　　671
　　1　　　＝　　　（＝05177）　である。
　　　　1296　　1296

前半と後半から、r連続して出現する目が2種類ある確率」は、
751　　　671　　5
　　x6一　　＝一＝O，0617となる。
7776　　　　1296　　81
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問題1（4）

　X1，X、，X3を、互いに独立でそれぞれ区間［O，1］上の一様分布に従う確率変数とする。 この

とき、確率・（X、・X，2・X、く・）一［コである。

［解答例］

　分布の和を求める問題である。3つ確率変数の和の分布を直接求めることは、2つ確率変数の和の

分布を求めるのに比べ格段に複雑になる。したがって、

　γ＝x＋x　　　　1　　　3

　　　　2　Z＝X　　　　2

のそれぞれの分布を求め、その後γキzく1となる確率を求めることとする。

　γ≧0，Z≧0　だから、γく1，Zく1　の部分のみ考えればよい。

　γ＝X1＋X3　の確率密度関数を∫（y）とすると、O≦yく1において、∫（γ）≡γ　　（＊）詳細は後記

　Z＝X，2　の分布関数をG（z）とすると、o≦zく1において、G（z）；τ　　　　（＊＊）詳細は後記

とする。（Zの確率密度関数をg（z）とする。）

　　確率変数σ一γ・・の確率密度関数は・κ（・）一∫ノ（・）・・（り）吻

　yく0ならば　∫（y）＝0

　〃一γく0ならば　g（〃一y）宮0

　これを反映すると、O≦〃く1　の範囲で、

州（y）’8い）吋一9←■ル＝廿0⑭一1）1111ψ一γ沁

　　　　　　・戸1111・岬砂一1［い）％1111一㌣

　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　蜆三1・k・以く・）一・（1・・く・）一元1・）伽ヤ・一1・1［㌦÷α・…
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一般に、連続的確率変数x，γが互いに独立でそれぞれ　／（エ），gし）　なる確率密度関数をもつと

き・確率変数〃の確率密度関数は・乃（・）一£！（・一・）・・（・）φ一エル）一・（κ一γ）φで与え

られる。

（＊）確率変数X1，X2，X3の確率密度関数は、それぞれ

　ゐ、（工、）昌1，乃。（工。）・1，ゐ。（π。）・1　（O≦・、，・。，・。≦1）

　ゐ1（元1）＝O，乃2（x2）二〇，乃3（x3）＝O　　（その他）

・・1・鵬ル）・肘一州励介［十・

（・・）・（・）一・（…，2く・）・・（…、く石）一石
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問題1（5）

100個のデータ数値の合計をとることを考える。個々のデータについて、小数点以下を四捨五入して

合計する場合と、小数点以下を五捨大入して合計する場合の差の絶対値がαを超えない確率が0，95

以上となるような最小の整数αを、中心極限定理を用いて求めると、α＝［ニコである。

［解答例］

中心極限定理を用いる近似の問題である。

中心極限定理

X1，X2，X3，＿　が互いに独立な確率変数ですべて同じ分布（平均μ、標準偏差σが存在する場合）

にしたがうとき、確率変数X，X1＋X2＋　令X”一ψ　　（平均O、分散1となる）は、

　　　　　　　　　　　　　　　　　石σ

すべてのxに対して、〃→。oのとき、G（x）→ぺx）となる。

ここで、G（x）は確率変数Xの分布関数、F（兀）は標準正規分布M（O，1）の分布関数。

拡張された中心極限定理

なお、X1，X，，X、，＿は必ずしも同じ分布でなくとも、互いに独立で、それぞれが平均μ且、分散σ比2

を持っている場合、特別な場合（興味があれば、インターネット等で調べること）を除き、確率変数

　　　　　　　　　　　π　　x、十x、十…十x”一Σμ止

X＝　　　　　　　　　止＝1　　　（平均0、分散1となる）　は、すべてのxに対して、〃→・oのと
　　　　　2　　　　2　　　　　　　2
　　　　σ…十σ2＋’’．十σ”

き、G（κ）→F（元）となる。

題意からデータ数値は非負値とする。（非負値に限らないとした場合は後に記す。）

左番目のデータ数値の整数部分をα比、小数部分をわ丑とする。

また、端数処理後の数値を、四捨五入の場合を4（4／5）、五捨大入の場合を4（5／6）とする。

ここに、

　　ろ丘∈［O，O．5）のとき、　　　4（4／5）＝4（5／6）＝oた

　　わ止∈［O・5，O・6）のとき、　　4（4／5）二α止十玉，4（5／6）＝o止

　　ろ此∈［O．6，1）のとき、　　　4（4／5）二4（5／6）＝o庇十1

となる。

々番目のデータ数値の端数処理後の差、ノ止（5／6）一ノ止（4／5）　をXだとすると、

み一
^1111続1制、、、、）
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わ比は［O，1）上の一様分布に従うので、

　　　　　　　　　　　　1
　　P（ろ止ξ［O．5，O．6））＝一

　　　　　　　　　　　10

以上より、X止は0または1の値をとる確率変数で、

　　　　　　　　1
　　P（x比＝1）＝一
　　　　　　　　10

　　　　　　　　9
　　P（X止＝O）＝一
　　　　　　　　10

となる。

　　　　　　　　1　　　9　　1
　　亙（X正）＝1x一十〇x一＝一
　　　　　　　10　　　10　10

仰十・士・…舌用2一品

さて、100個のデータ数値の合言十をとることを考える。個々のデータについて、小数点以下四捨五入

して合計する場合と、小数点以下五捨大入して合計する場合の差の絶対値をγとすると、

　　　γ＝X1＋X。十…X1。。

と表わせる。

中心極限定理より、

　　　　　　　　　　1
　　　　　γ一100x－
　　　　　　　　　1O　γ一10
　　　Z＝　　　　　　　　＝

　　　　　価・馬3

は、近似的に標準正規分布M（0，1）に従う。

従って、題意より、

　　　　　　　　　γ一10　α一10
　　　戸（γくα）＝ア（　　　〈　　　　）≧O．95

　　　　　　　　　　　3　　　3

ここで、付表より、〃（O．05）＝1，645だから、

　　　α一10
　　　　　　≧1．645
　　　　3

　　　．α≧14，935

したがって、最小の整数αは15である。
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データ数値が非負値であることが、問題文では必ずしも明確ではなかった。したがって、データ数値

が負値もあり得るとして求めたもの（9名）も正解とした。

　以下、その場合の解答を示す。

立番目のデータ数値4の整数部分をα比、小数部分を5比とする。

　また、端数処理後の数値を、四捨五入の場合を4（4／5）、五捨大入の場合を4（5／6）とする。

　（a）4≧Oのとき

　　　ろ止∈［O，O．5）のとき、　　　4（4／5）＝4（5／6）＝o正

　　　わ止∈［0．5，0．6）のとき、　　4（4／5）＝α比十1，4（5／6）＝o止

　　　ろ五∈［O．6，一）のとき、　　　4（4／5）＝4（5／6）＝α止十1

　　となる。

　欠番目のデータ数値の端数処理後の差、ノ比（4／5）一ノ比（5／6）　をX比とすると、

み一
^1111ま：r11制、、、1）

　あ此は【0，1）上の一様分布に従うので、

　　　　　　　　　　　1
　　P（わ止∈［O．5，O．6））＝一

　　　　　　　　　　　10

以上より、X止は0または1の値をとる確率変数で、

　　　　　　　　1
　　P（x丘＝1）＝一
　　　　　　　　10

　　　　　　　　9
　　P（X此：O）：一
　　　　　　　　10

　となる。

（b）4くOのとき（わ止，α止は非正値）

　　ろ丘∈（一〇。5，O］のとき、　　■4止（4／5）＝4（5／6）＝α止

　　5止∈（一0．6，一0．5］のとき、　4（4／5）＝o止一1，4（5／6）1α止

　　ろ止∈（一1，一0．6］のとき、　4（4／5）・・4（5／6）＝o止一1

　となる。

交番目のデータ数値の端数処理後の差、ノ丘（4／5）一ノ比（5／6）　をX比とすると、

・一
^；’llll：：：1㍍満（．、、，。、

あ此は（一1，0］上の一様分布に従うので、

　　　　　　　　　　　　　1
　戸（わ止∈（一〇．6，一0．5］）＝一

　　　　　　　　　　　　　10

以上より、X此は0または一1の値をとる確率変数で、

一19一



　　　　　　　1
戸（x止＝一1）＝一
　　　　　　　10

　　　　　　9
P（X止＝0）＝一
　　　　　　10

P（■4止≧O）＝P（ノ止＜O）：0．5とするのが自然であるので、

（a）（b）より、Xムは一1，0，1の値をとる確率変数で、

　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　1　1　　1
　P（X止＝一1）＝P（■4止＜0）・P（あ丘∈（一0．6，一〇．5］）＝一・一＝一

　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　210　20

　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　1　1　　1
P（Xド1）＝P（4≧O）・P（わ止∈［O．5，O．6））竈一・一＝一

　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　210　20

　　　　　　　9
P（X止＝0）＝一

　　　　　　　10

となる。

さて、100個のデータ数値の合計をとることを考える。個々のデータについて、小数点以下四捨五

入して合計する場合と、小数点以下五捨大入して合計する場合の差をγとすると、

　γ＝X1＋X。十…X1。。

と表わせる。

　　　　　　　1　　　　　1　　　9亙（X止）＝1・一・（一1）・一十〇・一・0

　　　　　　　20　　　　20　　　10

W＋去・←11・去・叫／一町

であるので、中心極限定理より、

　　　　　γ一0　　　γ
　Z＝　　　　　　　＝一
　　　価・＾価

は、標準正規分布M（O，1）に従う。

従って、題意より、差の絶対値がαを超えない確率が0．95以上であるための条件は

　　　　　　　　　　　　α　　　γ　　α
　P（一αくγくα）＝P（一一く一＜一）≧0．95
　　　　　　　　　　　　価痂価

ここで、付表より、m（O．025）＝1，960だから、

　　α
　一＞1，960
　、価一

　　．α≧6，198

　したがって、最小の整数αは7である。
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問題1（6）

右図のような半径1の半円周〃上に点Pを無作為に遅ぷ。

このとき、三角形〃Bの面積∫の確率密度関数／（∫）は、

！（∫）：［二二コ　（Oく∫く五）である。

　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　∠　　　　　　　　　　　　　　B

［解答例コ

　　確率密度関数の計算問題である。三角関数と微分の知識を要する。

　　　　　　　　　　　P

　半円の中心を0として、∠40Pを表す確率変数をXとおくと、Xは、（0，π）上の一様分布に従う。

　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　1
　すなわち、確率密度関数をg（x）とおくと、g（x）量一　（0くκ＜π）

　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　π

　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　1
　三角形一4〃の面積を表す確率変数を∫とすると、∫＝一・2・sinX＝s虹X
　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　2

　確率変数∫の確率密度関数！（∫）を求める。

　まず、分布関数ダ（s）を求める。

・1∫／111て・∫・曲一
^・l1・ξ〕1おけ臥

∫≦sとなるのは、下図のように、OくX＜α，π一α〈Xくπ　のときであるから、
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　　　　2α　　　　　　　　　　　　　　　π
P（∫≦∫）＝一　　　（ここで、s＝sinα　，O〈αく一）
　　　　π　　　　　　　　　　　　　　　　2

　　　　　　　　　　　　　1　　（3≧1）

　　　　　　　　　　　　2αしたがって・F（∫）＝P（∫≦∫）＝ V　（O＜sく1）

　　　　　　　　　　　　　O　　（∫≦0）

　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　a2α　2aα求める！（s）は、F（∫）を∫で微分すればよい。O＜∫＜1で、／（∫）＝F’（∫）＝一・一＝一・一

　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　ゐπ　πゐ

　　　3α　　l　　1　　　1
ここに、＿＝＿＝　　　　＝
　　　ゐ　　ゐ　　3Sinα　COSα

　　　　　aα　　aα

　　　　　　　　2　1　　2　　　1　　　2　　五
したがって、！（∫）＝一　　　＝一　　　　　　＝一　　　　　　（O〈sく1）

　　　　　　　π…απ扁π属
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三角関数の主な公式

　　　Sinθ
t…㎜θ二一
　　　COSθ

sin2θ十。os2θ＝1

　　　　　　1t㎝2θ斗1＝
　　　　　COS2θ

・i・←θ）・一・i・θ

・i・
^舌・1〕・…1

・・

^ξll／・一・i・1

・㎝
^舌・1ト、まθ

…（一θ）・…θ

Sin（π十θ）＝一Sinθ

…（π・θ）一一…θ

t・・（π・θ）二t・・θ

組・←θ）二一t・・θ

・i・
^晋・1／一一・・1

・・

^苦・1〕・一・i・1

施・^晋・1〕÷

三角形の3辺の長さを。，わ，c、対角の大きさをそれぞれノ，3，C、三角形の外接円の半径をRとすると

き、

　　　　　　○　　　わ　　　o
正弦定理　　　　：＿＝　　二2R
　　　　　Sin／　　Sin3　　Sin（C

余弦定理　　α2＝あ2＋02－2わ。cosノ　　　　ゐ2＝c2＋α2＿2oαcosB 02＝α2＋わ2＿2oわ。osC

加法定理

（複号同順）

・i・（α±β）二・i・α・…β±…α・・1・β

…（α±β）一…α・…β平・i・α・・i・β

t㎜（α・β）一票α±剛

　　　　　1＋伽α・t㎜β

特に、sin（2α）＝2sinα・cosα

特に、cos（2α）＝cos2α一sin2α

　　　　　　　2tmα特に、tan（2α）二　　2

　　　　　　　1－t…m　α

三角関数の微分

a
－Sinθ＝COSθ
aθ

a
－COSθ＝一Sinθ
aθ

a
－tanθ：
aθ

1

COS2θ
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問題2．統計分野において、基礎的と思われる問題を出題した。（1）～（5）に各5点を配点したが、受験

　者の平均点は（1）が最も高く、次いで（2）（3）、かなり差があって（4）（5）の順であった。

o：
1

（1） ろ＝

3－2

（または、1．5）

γ（r）＝
　2､2

（2） 34

巾、〕）一
16’

R5
（または、0．4571）

（3） 砲、〕）一 24’

R5
（または、0．6857）

牝、））一
6－7

（または、0．8571）

（4） 20

o＝
1

（5） わ＝ 16

c＝
31
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問題2（1）

正規母集団M（μσ・）から標本。1，。、をとる。μの推魑γ一。五・わ五が有効推定量

　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　2　　　3

ならば、　o＝［ニコ、わ＝［ニコであり、そのときのγの分散は、　γレ1＝［ニコである。

［解答］

問題の意味を噛み砕くと以下のとおり。

　もとの集合（母集合）は、実数全体からなる。その母集合において。各々の実数の出現確率は、平均

をμ、分散をσ2とする正規分布M（μ，σ2）に従う（正規母集団）。そこから、2つの実数を互いに独

立に取り出す。

　その2つの実数の一次結合（それぞれを実数倍して加えたもの）から、正規母集団の平均（母平均）

μを推定する方法を考える。

　一般化するために、取り出す実数をそれぞれ確率変数で表す。一方をX1、もう一方をX2とする。

一般に、実現値を表す互いに独立な確率変数の集まりを標本変量という。標本変量（の各要素）の

関数として作られた確率変数を統計量とよび、とくにこれが（…　　を）推定する目的に用いられる

とき（…　　の）推定量とよぶ。（…　　は例えば母平均や母分散など）

この問題では、X1，X2の一次結合γ昌C－X1寺a．X2でμを推定する。（γはμの推定量）。

　　1　　1　（一や一にとくに意味がないので、γ＝C・X1＋a・X2と置いた。）
　　2　　3

　ここで、X1やX2は正規母集団M（μ，σ2）から選ばれるが、実際（実現値）はどんな実数になる

かわからない。実現値がわからない中で、μを推定するアルゴリズム、具体的には係数。と係数aを求

めよという問題である。

推定量はいくらでも存在し得る。

推定量も確率変数であるから、その分布を考えることが出来るが、確定量の平均」から「推定すべ

き対象」を引いたものをBiasといい、Biasが0となるような推定量を不偏性がある（不偏推定量）

という。不偏推定量も必ずしもひとっには定まらない。

不偏推定量の中で、推定量の分布の分散が最小となるものがもしあれば、その推定量は有効性があ

る（有効推定量）という。
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万1・・X1・〃。1一・・取、1・a・取。1…班1・a・取1一（・・a）・取1・（・・a）・μ

　　　　　　（X1，X2は確率変数Xの実現値（標本変量）なので、確率変数としてはXそのもの）

γはμの不偏推定量でもあるから、（c＋a）・μ＝μ

したがって、c＋a＝1

rはμの有効推定量であるから、

ザ［・・x、・〃、1一・2・小、1・・2・巾、ト・2一刺・・2・咽・（・2・・2）・昭一←2・・2）・σ・

で、C＋ゴ：1いう条件の下で、C2＋a2が最小となる。

・G2・・2）・（…）2・（卜・）2一・・（・一・）2

　　　　　　　　　　　　　　　　　　　1
だから、これが最小となるのは、o二a：一となる場合。
　　　　　　　　　　　　　　　　　　　2

したがって、

　o＝1

　　　3
　ろ＝一
　　　2

　　　　　2
咽・〔

　　　　2

この問題は、正規母集団でなくとも、有限の平均と分散を持つ母集団であれば同じ結果となる。

　　　1　　1
また、一や一にとくに意味はない。γ＝o・x1＋∂・x2として考えればよい。
　　　2　　3

もっとも、この式を見ると、あきらかに　c〉aや。くa　となるはずもなく、

　　　1c＝a＝＿となるのは当然である。
　　　2
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問題2（2）

　Xが正規母集団　M（μ，σ2）　からの標本であるとき、仮説Ho：μ＝μo＝165を、

対立仮説　H1：μ＝μ1＝172　に対して検定したい。　いま、σ：11はわかっており、かつ対立仮説

∬1が真であるとき、Hoを採択する（第2種の誤りをおかす）確率が2％以下になるようにするには、

標本数nは［ニコ以上あれぱよい。ただし、有意水準は005とする。（自然数で答えよ）

［解答コ

統計の問題に慣れていない人がこれを読むと、問題が何を言いたいのかさっぱりわからないであろう。

問題の意味を噛み砕くと以下のとおり。

正規母集団　M（μ，112）　の母平均μを、第一候補（仮説）165、第二候補（対立仮説）172があるな

かで、n個の標本の標本平均を用いて、第一候補（仮説）165が正しいかどうかを有意水準O，05で検

定せよ。

a．検定方式の決定

／l／・仮説1一…が正！い1すれ1工標本変量平均アの分楓・^…午

対立仮説は1一…！1大1出・拝水平均の実現値；舳／・…÷／の右側・・点以下

　　　　　　　　　　　　11つまり、マく165＋〃（0．05）一ならば仮説μ＝165を採択する。ここで、〃（O．05）は標準正規分布の
　　　　　　　　　　　　万

上側5％点（付表より1，645）。

b．決定した検定方式の評価

実際は、対立仮説炸172が正しいにもかかわらず、a．で決定した検定方式に従って検定を行った

結果、仮説μ＝165を採択してしまう確率を2％以下に押さえ込むためには、標本数nを何個以上にす

ればよいか（標本数は多ければ多いほうが正確な検定が出来る）。

正1／は母集団が・（…川であ1帆標本変量平均アの分布い／・…÷〕であ一

　　　　　　　　　　　　　　　　　　一　　　　　　　　11
た。a　から、μ＝165を採択するのは、x≦165＋1645　　の場合。その確率を2％以下に押さえ込
　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　万

む。
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中・・・・・・…岩〕・α・・

べ骨岬㌣㍗廿舳★〕
　　　　　　　　　　　　　　　X－172これが002以下となるためには、　　　　は標準正規分布に従うので、
　　　　　　　　　　　　　　　　怜

　　　　7
1645　　　　が標準正規分布の下側2％点（付表より一2054）以下とならなければならない。
　　　竹

　　　　71645　　　　　　≦＿2054

　　　㌦

これを変形する。

　　　　73，699≦

　　　竹

3，699x旦。万

　　　7

／・・…÷ト・

33．7876≦〃

標本数nは　34以上あればよい。
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問題2（3）

　X1，X2，X3を確率変数Xからの標本とし、X（1〕≦X（2〕≦X（。〕をその順序統計量とする。Xの確

率密度関数ル）が一（・）一
^：x（：二激で与え1れ111・耶（・）1・□・

町X｛、）】＝［二二コ、　珂X（、）ト［二二コである。

［解答］

xの分布関数をF（κ）、x（”〕の分布関数をみ（”）（π）・確率密度関数をル”）（x）とすると・

・（・）一r舳・γ2（・・π・・）

刺・／・伽十・（・）ll一脾）公一1－！・・松一1一［手工一1

・一・、（、）（よ）・／・（X・κ）13・1・一・（元）13・Φ一工2）3

・み、、、（γ）十（1一・2）3

亙（・、、、）一／；・・ム（1）（・）扮一［｛1）（・）トエみ（1〕（・）加工（1一・・2・・γ4一・伽

　　　十一町・÷・ll・・一・・ll一芸

・、（、）（兀）・／・（X・・）／3－／・（・）13・←2）㌧6

机）一！小）幽払）（・Hみ1・）（・）欣一1仏・1一［÷工・1

…　①

…　②

…　③

①②③より、

班（、））・班（、〕）・五（X、，））・亙（X（1）・X（、）十X（、））一3亙（X）・2

万レ（・〕）一剛一五レ（・〕）一亙k｛・））・・一豊一手・話
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問題2（4）

分散の片側検定において、真の分散が帰無仮説において仮定された分散の3倍になったとき、帰無仮説

が確率95％以上で棄却されるようにするには標本数が［ニコ個以上あればよい。ただし、平均は未

知とし、有意水準は0．05とする。

［解答コ

標本数〃が大きいことが予想されるため、近似分布を用いて考えることができる。

近似分布として、正規母集団を前提に考える。

帰無仮説として与えられた分散をσ。2とおくとき、真の分散を3σ。2とする。

一般に、母平均が未知で母分散がσ2の正規母集団からの標本数ηの標本分散を∫2とおけば、

芸・書／宇卜一・次の桝航

a．検定方式の決定

母分散σ2を、第一候補（帰無仮説）σ。2　、第二候補（対立仮説）3σo2があるなかで、第一候

　　　　　　　　2補（帰無仮説）σoが正しいかどうかを有意水準0．05で検定する。（片側検定）

　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　2帰無仮説σ。2 @は、　得られた標本平均∫2　が、　÷〉κ…2⑫．05）のとき棄却される。

　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　σ0

b、決定した検定方式の評価

確率95％以上で棄却される

実際は、対立仮説μ＝3μ02

将・パ（1・・卜・・

が正しい。

ように、標本数〃を求める。

〃∫2

　、が、卜1次のZ2一分布に従う。したがって、
3σo

l／祭・パ峠…で脇

3Z”．、2 i095）＝Z”．、2（α05）　となる〃を見出せば、条件を満たす標本数の下限となる。

これをZ2表より見出せば

Z・・2 i0．95）・9，390　Z・・2（0．05）二28，869

Z・・2 iO．95）・10，117Z・・2（O．05）・30，144

より、　〃一1≧19

標本数は、20個以上あればよい。

…2 i…）、。。。。

Z旦。2 iO．95）

…2 i…）、。。。。

Z、。2 iO．95）
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問題2（5）

　1，2，4，8，16，32を、不連続な区間［・，わ］U［c，32］上の一様な分布からの標本とするとき・

母数α，わおよひ。の最尤推定量は、それぞれ、［二］、［二］、□である。ただし、o，

わ，cはいずれも整数で、　oくわく。く32　とする。

［解答コ

問題文の「最尤推定量」は「最尤推定値」とすべきであった。ただし、誤解することはないであろう。

確率密度関数は、∫（。）一　1　（。∈（レ，わ1∪』β・1））

　　　　　　　　　　　32一α十わ一。

　　　　　　　　6　　　　　　　　　　　　　　6

尤度鮒・一
父求j一（3。．∴わ．、）

乙を最大にするのが最尤推定量。そのためには、［o，わ］U［c，32］に、1，2，4，8，16，32のすべてが

属する条件のもとで、　32＿o＋わ＿cを最小にする整数。，わ，cを求めればよい。

最小の標本値は1である。

従って、α≦1　である。α≦1なる条件の下で、32＿α十わ＿cを最小にするαは1である。

従って、α≡1．

1くわく。く32の条件の下で、32＿α十わ＿c＝31＿（c＿わ）　を最小にするには、

2≦bく。≦31の条件の下で、c＿わ　を最大にしなければならない。

2と4の間隔は2，4と8の間隔は4，8と16の間隔は8，16と31の間隔は15であるから、

わ＝16，c＝31　とすると、c一ト15　が。一わ　を最大にする。

したがって、α＝！，わ＝16，c＝31　となる。
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問題3確率分野より出題した。

　確率変数xと確率変数γは互いに独立で、xは平均λのポアソン分布に従い、γは平均λの

指数分布に従うものとする。ここに、λは正の定数とする。

　このとき、以下の問いに答えよ。

（1）　Xの積率母関数Mx（θ）、およびγの積率母関数Mア（θ）を求め＾

［解答例］

　代表的な分布の確率関数（離散型分布の場合）分布や確率分布関数（連続型分布の場合）は書けるよ

うにしておくこと。この問題は、確率関数や確率分布関数から積率母関数を求めよという問題である。

積率母関数を勉強していれば必ず解いている問題であり、受験者の出来はよかった。ただし、いきなり

答のみが書いてある答案もいくつかあったが、r求めよ」という問題であるので、計算過程がわからな

いものには点をほとんど与えなかった。

確率変数xは平均λのポアソン分布（離散型分布）に従うので、

　　　　　　　　　　　e’λガ
その確率関数は、／（x）二

　　　　　　　　　　　x！

その積率母関数　Mx（θ）は、

（㌍O，1，2，　で定義）

ル（1中州中宇／・ぺ呼一・紬）・ψ→

確率変数γ（連続型分布）は平均λの指数分布に従うので、

　　　　　　　　　　　　　1ユその確率密度関数は、gし）＝一eλ　　し≧Oで定義）
　　　　　　　　　　　　　λ

その積率母関数　Mγ（θ）は、

洲一榊ルーr叶責φ一生吋1一士〕・〕φ

・十け〕llll、一∴

　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　1
（ただし、上記の積分が収束し、積率母関数Mγ（θ）が存在するのは、θ一一くOであるときのみ。
　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　λ

ここで、λは正の定数であるから、Mγ（θ）は、原点θ＝Oの近傍で存在する。積率母関数は原点

の近傍で存在すれば十分である。）

（　）内について、何らかの記述がない場合は減点した。
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・、（1）の計算の中づ中納！なるこ！を用化

　　　　　　　　　　工＝O
　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　oo　　止
これは、〆のべき級数展開（テイラー展開）〆一Σ舌　（すべての・に対して成り立

　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　卜O
つ）に対して、Z＝λeθを代入したもの。

　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　a〆のべき級数展開を忘れた場合は、eo＝1と一e㌧e’から、以下のとおり導けばよい。
　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　地

　　　匝　　止　　　　　　　　　　　　　　2　　　　　3　　　　　4　　　　　5

　〆・Σ公一1…　　云十百十云令舌・
　　　比＝O

　↓募　　　　↓謬　↓蓑塞　↓謬　↓懇　　↓謬　　↓蓑塞

　　　血　　止　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　2　　　　　3　　　　　4

　〆・Σ云・O・1…　　　云十音・云十…
　　　止＝o

ちなみに、主なべき級数展開は以下のとおり。

　　　　　　　　　　　　2　　　　　3　　　　　4　　　　　5　　　　　6　　　　　7
　　　　　　　　　　　Z　　　　　Z　　　　　Z　　　　　Z　　　　　Z　　　　　Zez　　　　　　＝　　1　　＋　　z　　＋　　一　　十　　一　　十　　一　　十　　一　　十　　一　　十　　一　　十　　…

　　　　　　　　　　　2！　　　　3！　　　　4！　　　　5！　　　　6！　　　　7！

　　　　　　　　　　　　2　　　　　3　　　　　4　　　　　5　　　　　6　　　　　7
　　　　　　　　　　　Z　　　　　Z　　　　　Z　　　　　Z　　　　　Z　　　　　Z

10g（1＋Z）：　　Z一一十一一一十一一一半一十…　　　　　　　　　　　　2　　　3　　　4　　　5　　　6　　　7

　　　　　　　　　　　　　　　3　　　　　　　　　　　5　　　　　　　　　　　7
　　　　　　　　　　　　　　　z　　　　　　　　　　　　z　　　　　　　　　　　z
Sin　Z　　　　＝　　　　　　　Z　　　　　　　　一　　一　　　　　　　　十　　一　　　　　　　　一　　一一

　　　　　　　　　　　　　　　3！　　　　　　　5！　　　　　　7！

　　　　　　　　　　　　2　　　　　　　　　　　　4　　　　　　　　　　　6
　　　　　　　　　　　Z　　　　　　　　　　　　Z　　　　　　　　　　　　Z
cosz　　　　二　1　　　　　　　一　一　　　　　　　　十　　一　　　　　　　一　一　　　　　　　十　　…

　　　　　　　　　　　2！　　　　　　　4！　　　　　　　6！

一般に、確率変数xに対して

「原点まわりの第7次の積率（moment）」とは、ソ、＝五［γ］　（r＝O，1，2，…）

ここで、亙［z1は、zの期待値

明らかに、γ。＝五［1卜1。　ソ、は平均。以下、これをμ　と書く。

r平均まわ1榊の積率」ぺ・1［（・一1γ1・一州

特に、γ；は分散。これは非負値であり、以下、その平方根（標準偏差）をσと書く。

明らかに、1ノニ＝河1］＝1　　　ソ；＝五［X＿μ1＝O

蝋後一策楠1叶
C／x；μ1」

（にO，1，2，…）
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　　　　　　　　　　x一μ基準化後の確率変数 の平均は0、標準偏差は1
σ

明らかに、すべての分布で、α。＝亙［1ト1　　α、＝O　　α、＝1

特に、α，を墨崖という。歪度は分布の平均に対する非対称性を示す尺度で、絶対値が大きいほど

非対称性が大きいことを示している。正規分布では、α3＝Oとなる。

　また、α、を菊妾という。尖度は分布が平均の回りに集中している度合いを示す尺度で、この値が

小さいほど平均の回りに集中している度合いが高いことを示している。正規分布では、α4＝3とな

る。

問題3（2）
　　　　　わ一、ど
xの分布の歪度およびγの分布の歪度を求めよ。

［解答例コ

　一般に、確率変数Xに対し、積率母関数〃x（θ）が原点θ＝Oの近傍で存在するとき、

ψ1・洲・）となる。ここで、舳以上の整数。M笠〕（・）は、積率母関数M、（θ）を、θで此

回微分した関数のθ＝0　での値。

M、（θ）一・・。（λ（・θ一・））

舳一科θ一・》…〃一・）・ルθ・・〃一・）

舳・抄／・…ψ一・）・！・θ壬・・ψ一・）・ぼ・2θ・！・θ）・・ψ一・》

・呈（θ）一紬2θ・ルθ／・…←←θ一抑・2θ・ルθ）嘉・・〃一・）

ψ・2θ・ルθ）…pψ一1））・け・2θ・ルθ）・ルθ・・p（λ（・θ一1））

・（・プ・2θ・ルθ・ガ・3θ・地2θ）・・糾θ一》一レ・3θ・3ガ・2θ・ルθ）・・糾θ一1》

であることより、

亙レ・1一州・）一λ…λ・・λ

五レ21一町（・）一λ2・λ
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したがって、

1［帥巾「（・一／／1－1［月一・舳・一刈

　　　　　　　・亙1×3」一3例X2」・3施［X1一ガ

　　　　　　　一伊・・戸・λ）一・¢・ル・・ガたλ

帖［ぱ一／11一科プ・ト！ジフ・！

以上から、xの分布の歪度は、

亙／x一班1／3一λ一1
／咽／％ λ％万

同様に、

　　　　　1Mγ（θ）一

　　　　1一λθ

舳・去／、、㌧θ〕斗1）O．1θγ品（1－／l）て、1、γ

舳一品／（1．1、γ／＋・）。．1、γ品（1－！1）・（、青

俳品／（、ll；十・・）O討（1－！1）一（、ll；γ

であることより、

亙［戸1－M7（0）一6ガ

中21一州O）一2プ

したがって、

イ／l－1中外・州1［榊1附醐

＝・6λ3＿3x2λ2xλ十3λ3一λ3＝2λ3
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唯小一町1－1［佃1ト・／一㍑

以上から、γの分布の歪度は、

亙／H同13＝・λ3＝。
　　1市1声　（プ）％

以上が出題時に想定した解答であるが、以下のキュムラント母関数を用いた解答も数多く見られた。

キュムラント母関数Cx＝logMx（θ）の

・階微分ら1）（1）・等）で1・・1お／l・平均値まわりの・次のモー／州）

・階微分・、（・）（θ）一κ・！θ）でθ一・とお／と、平均値まわりの・次のモーメン／（・・）

　　　　　　　　　　♂θ

ただし、4階微分でθ＝Oとおいても、平均値まわりの4次のモーメントとはならない。

同様に、1階微分でθ＝Oとおいても、平均値まわりの1次のモーメントであるOとはならない。

（・）C、一1・gM、（θ）一1・g亙［・θx1

　　　∂　a　　　1〃。（θ）　　一C。・一1・gM。（θ）＝
　　aθ　aθ　　　〃。（θ）aθ

　　五・、一1”・（θ）一酬一μ　　仁ごて、M、⑫）一・）
　　∂θθ土。M。（0）aθθ、。

嘉・・｛”★θ）押θ）ザ・、1⑫）等⑫）

知同十）〃θ）ザ、・。1（。）半

　　　　　一一／刺戸・万［X21一点一μ）2」・小1

紳）嘉・一命／等θ）ザ

θ＝o

a3

－caθ3x

　　　　　　　　　　　　　　3　〃。（θ）a2M。（θ）　1a3M。（θ）
　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　十　　　　　　　　　　　　／M。（θ）／2aθ　a2θ　M。（θ）aθ3

脚一
g貴。）〃θ）ザ脚紅予。）γ等θ）、〆絆）同十。1（。）a伊）

一・・1酬ト・刺小・1＋小・1一亙［（・一μ）・1

θ＝O

一36一



［別解］

　一般に、確率変数Xに対し、積率母関数〃x（θ）が原点θ＝Oの近傍で存在するとき、

小11一雄）⑫） となる。ここで、κは1以上の整数。M岩〕（O）は、積率母関数Mx（θ）を、θでκ

回微分した関数のθ昌0 での値。

M、（θ）一・・糾θ一・）

・、一1・。M、（θ）一λ←θ一・）

　　　　62
巾1－7C．
　　　aθ
　　　　　　　θ＝O

一仙←1－1》
　aθ

θ＝O

一ルθ ｵ。一λ

五レー外紅 一喜炸1）／

θ宝O θ＝O

一ルθ P仕。一λ

以上から、xの分布の歪度は、

五｛x一五同月一λ＿1

　／刺／％　λ％万

　　　　1Mγ（θ）・

　　　1一λθ

Cγ・1・g〃γ（θ）・一1・g（1一λθ）

　　　a2
中1－7C，
　　　aθ

　　　∂2
　＝一71・g（1一λθ）

　　　aθ
θ＝o

a　λ
　　aθ1一λθ
θ＝0

λ2

、、。（1一λθ）2
θ＝o

＝プ

五［け1一紅　　　a3
　一一71・gトλθ）
　　　aθ
θ＝o

a　λ2
、，。aθ⑰一λθ）2

2λ3

、吊。⑰一λθ）3
θ±o

＝2ガ

以上から、γの分布の歪度は、

五／γ一班1／3　2λ3
　　　　　　　　＝　　　　＝2

／中1／％　レ・）％

　3（2）はポアソン分布と指数分布の歪度を計算させる問題。歪度の定義は与えてあるので単純な計算問

題。また、（1）で積率母関数を計算させているので、方針も明らか。そのため、比較的出来はよかった。

しかし、根本的な事項または中学生レベルの事項の誤りがあった。

五［（X一μ）31一心・1一μ・
としたもの8名
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亙［（X一μア1一五［（X一μ）21・亙［X一μ1一個・班一μ1としたもの1名

後者は論外としても、前者は万［（X一μ）21一心・1一μ・を勝手に一般化して、

万1（x一〃1・亙［刈一〆として1・るものと思われる。しかし、一度でも、手を動かして、

万1（x一μア1一亙［x・一・μ令μ・1一亙［x・1一亙［・μ1・五レ・1

　　　　　一亙［外・μ［X1・μ2・亙［l1一亙［X21一・μ2・μ2一心21一μ・

を確かめていれば、こういった一般化ができないことは明らかである。

また、以下は3乗の展開に関する誤り。

　（X＿μ）3＝X3＿3×2μ十3Xμ2＋μ3　　　　　　　　　としたもの25名

　（X＿μ）3＝X3＋3×2μ一3Xμ2÷μ3　　　　　　　　　としたもの3名

　（X＿μ）3＝X3＿X2μ十Xμ2＿μ3　　　　　　　　　としたもの7名

　（X＿μ）3＝X3＿3×2μ斗3Xμ2　　　　　　　　　　としたもの2名

　（X＿μ）3＝X3＿3×2μ一3Xμ2一μ3　　　　　　　　としたもの2名

　　その他の（X一μ）3の誤り　　　　　　　　　　　　　　　　8名

なぜこういった誤りを犯すのか理解できないが、うろ覚えてあれば記憶に頼らず、その場で計算する姿

勢が重要と思われる。たとえば、（X一μ）2＝X2－2柳十μ2はさすがに知っているだろうから、

（X一μ）3・（X一μ）（X一μ）2一（X一μ）（X2－2ψ・μ2）一X（X2－2μX・μ2）一μ（X2－2μ十μ2）

と計算すれば、すぐに得られる。また、各項の正負の符号は、x一μ＝x＋（一μ）　と考えれば、間違え

ることはあり得ないと思われる。数学は「なるべく憶えない」のが上達のコツである。

いうまでもないが、正しくは以下のとおり。

（X一μ）3＝X3－3×2μ・3〃一μ3

五1（・一μア1一州一・μ・亙［・・1・・〆刺一μ・一心・1一・μ・亙k・1・・μ・
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問題3（3） x＞γとなる確率戸（x〉γ）を求めよ。

［解答例コ

P（x・γ）一Σ／P（x一此）・P（γく尼）｝

　　　　　止＝O

（．．．xとγは独立）

・薫㍑｝斗才三ギ／1一一〕／

＝ぺ篶／≒1γ

一｛・ノ・

一・一п[！〕

　非負の整数値を取るxと正の実数値を取るγからなる2次元空間が全空間。横にx、縦にγを取って、

全空間とそのうちx＞γを満たす部分を視覚的に描いてみれば、

P（X・γ）・巾・γmal（X－O）・・（X・1）・・（X－2）・・…｝1・Σ／P（X一此）・P（X・γ）1一ΣlP（X一κ）・P（γく先）｝

　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　加O　　　　　　　　　　　　　　　　止＝0

と分割するのが簡単であることがわかる。ここがこの問題の唯一のポイントである。

γ軸

’

1／＃

1／

／
，

；　一

cノ

　　／　　。伊

ｶ1L、
……

∩

92五
5 ㍗う　只　O　m1丁1γX軸

2　3　4
　　　　　　　　　　一x軸
5　6　7　8　9　1011　12
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問題4統計分野より出題した。

連続かつ（狭義）単調増加な分布関数F（X）に従う母集団から、m個の標本X1，X2，…，X㎜をと

る。これを大きさの111頁に並べ替えJ番副二小さいものをX（、〕と表す・また・巧、）＝F（X〔、））＝p（X≦X（、））

とし、巧’）を確率変数とみなす。（ト1，2，…，m）

　このとき、以下の問いに答えよ。

（1）確率変数巧）の分布関数・（・）爪・（兀）・
ｪ／1ト（・ザ1なる11を導出

［解答例］

　この問題は、r分布関数の値域を確率変数とみなす」ところで混乱した受験者が多かったのか、きわ

めて出来が悪かった。（狭義）単調増加を仮定しているところで、逆関数を用いることを思いづいてほ

しい。

確率変数　γ＝F（X）の分布関数　Gし）を考える。　（O≦y≦1）

　　Fは連続かつ単調増加だから、逆関数　グ1（γ）　（0≦y≦1）が存在する。

・し）一竹・わ（昨）・γ）・肘・払・一’し））一生’ω一γ

確率変数γは分布関数Gが、Gし）＝y　（O≦y≦1）　となるので、［O，1］上の一様分布。

　したがって、すべての’（ト1，2，・一一，m）に対して、巧＝F（X’）は一様分布に従う。

・（・）一榊）・・1一
ｩ（・一・ジ

（Proわ｛々、）≦x｝は、ろ，ろ，＿，㌃のうち、ゴ個以上がエ以下となる確率）
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問題4（2）確率変数々、）の確率密度関数＆（x）を求めよ。

［解答例］

　　巧、）は（1）で与えてあるので、（1）が出来ていなくとも解答可能。しかも、単に微分をするだけであ

　り、迷うところもない。出題者としては高得点を期待した問題であった。ところが、これも正解が少

なかった。（1）が出来なかったので、（2）が出来るわけないと判断してしまった受験者が多かったので

　はないか。

　　どこまで変形するかを明確には書いていないものの、それには一種の暗黙の了解というものがある。

　　　　　　　　　　　　　♂計算できるにもかかわらず一を残してあるのは論外としても、外せるにもかかわらずΣが残って
　　　　　　　　　　　　　ゐ

いるもの（下記の中途で計算をやめたもの）には、ほとんど点を与えなかった。むろん、下記と同じ

形でなくとも、同値がつシンプルであれば正解である。

　　（1）から、すべての1（O≦1≦m）において、G’（x）がxに対して微分可能であるから、確率密度関

数g’（x）はG’（x）をπで微分して得られる。

・σ）一 j）一壬茗／いず

・茗［／㌘〕伽一刈

一書「／二／／州ず・←1）（・一炉1一刈

　　　㎜　m！　　　　　　㎜一1　m！　　・暮κ1（、．κ）！h卜’（’一・）什L看κ！（、．κ）！（・一た）x此（’一γ）…

　　　　　　　m1　　　　　　　　　㎜一1　　m！
　　・書（た．1）1（、．κ）！・ト1（1’・）炸比一暮κ！（、、κ．1）！γ庄（1■X）かト’

　　　m一五　　m！　　　　　　　㎜一1　m！ツ，κ！（。．ん．1）！・此（1一γ）什H一書た！（。．ん．1）1・止（1■・）炸ト1

　　　　m！
＝　　　　　　x’一1（1－x）m■i
　（ゴー1）1（m一ゴ）！

一／1〕州・ず
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　問題3（2）と同様に、問題4（2）でも採点者を驚かせる答案が多く見られた。

積の微分を、微分の積であると計算したもの。具体的には、

岳レ（・一バ÷（1言）㌧！たものが11名

わからなければ、極端な例を入れて確かめるとよい（しばらく離れていると、記憶があいまいになる

ll111だllパ積の微舳分の積だ一たか・」1制÷（か一・1計算！・

こうなるはずはない、これは違うと考えなおせばよい。数学以外の原理原則が正しいかあるいは一般的

かを検証するときも、極端な例を入れてみる手法は有効ではあるが、一般には「極端なことを言っても

仕方ない」と受け取られ、「変な人」という評価を受けかねない。そこに、アクチェアリーとして会社

で生きていく困難さがある。

また、

a（・一ボ、（。．たX。．、ザとしたもの（マイナスを落としたもの）が72名

　　伽

　これは、式を書くに至らない受験者が多いなかで、式を書いたにもかかわらず誤った答案を書いた人

数である。

　式の変形は、慣れないうちはstep　by　stepで指差し確認をしながら行なうくらいの慎重さが必要で

ある。それを面倒がっていたのでは、いつまでたっても上達しない。

　こういった初歩的な誤りをしながら、r問題が難しすぎる」とかrアクチェアリーは学者ではない」

といった批判は的外れではないか。

　いうまでもないが、正しくは以下のとおり。

壬／ノ（・一ボ／一芸（1一心a（1言㌦州・一・叫11・一111一λけ
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問題4（3）確率変数々、〕の期待値を求めよ。

［解答例］

　（2）で正解していることが前提条件になるので、この問題も出来が悪かった。出題者は、（2）に高得点

を想定していたので、（3）もある程度の出来を期待していた。以下を見てわかるように、特に高度な知

識やテクニックを要求しているわけではない。

（2）より

州一／1榊）山一／τ〕伽一ヅ赤

ここで、

ひ（1州一“（1一ヅll・テ言い（1一れ

テ言・工州一・）州凶

㍗mテ｛チ’）工榊一ヅ㈹）山

一千仏
一！（m－1）！1　11

m！m＋’ ^l〕m＋’

　　　　　ゴ
肌】＝。。1
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別解

卿一∬榊一／？／ψ（1一ヅゐ一／τト・・（1…一1・1）

　　　　＿　m！　r（1・1）r（m－1・1）
　　　　　　　　　　X’X
　　　　　1！・（m－1）！　　r（m・2）

　　　　＿．　m！　1！・（m－1）！＿1
　　　　一！X　　　　　　　　　X
　　　　　　1！・（m－1）！（m・1）！m・1

ここでBはべ一夕関数、rはガンマ関数を表す。

参考：定義・紅β）一／1刈寸’菰

B関数とr関数の関係

r関数と階乗の関係

。（軌β）＝「（α）・F（β）

　　　　r（α・β）

此が自然数の場合、F（κ十1）＝此！

今回の数学の試験は、基本的な事項をきちんと理解しており、それを使いこなせるカがあるかどうか

を試すことを目指して出題した。ひたすら記憶に頼って勉強してきた受験者には難しいと感じたかもし

れないが、この解答例を見れば、出題者が無理な要求をしているわけでも、重箱の隅をつつくような出

題をしているわけでもないことがわかっていただけると思う。

過去間にしろ、問題集の問題にしろ、憶えるのではなく理解しようとすること。そして、少なくとも

ポイントの部分は手を動かすこと。新しい知識は、それまでに持っていた知識に関連づけて理解するこ

とが重要である。記憶力に自信があったとしても、安易に丸覚えをしないでほしい。

数学は、アクチェアリーの職務の基盤になる部分である。単に試験のためだけではなく、その後の職

務のためにも、是非とも時間を見つけて慣れ親しんでほしい。
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