
平成11年12月20日
　　　数学1・・…一1

数学1（問題）

問題・次の各問の［ニコに入る答のみを・所定の解答用紙1こ記入軌（・・点）

　（1）確率変数xが正規分布M（μ，σ2）に従うとし、その確率密度関数をプ（エ）とする。

　　　このとき一㎏・雌）の期待値は抽・1㈹・払（［コ）で狐

（2）確率変数Xl，X2，X3の同時密度関数が、

㎞加・巧）十㍗）鮒＞O・巧〉O）で与え／れるとき・

σ・・1・・・…の確率密度関数は／・）一／［1コ：1；3脇

（3）次の関数∫（x，ツ）がある確率変数X，γの同時密度関数であるという。

俳㍗十㌧ズ÷y≦音）

　　このとき・定数・・［ニコで脇

（4）数直線上の点1，2，3，4，5のいずれかの位置を時間の経過とともに移動してゆく粒子がある。

　点j⑫＝2，34）に粒子があるという条件のもとで（それ以前の経過には無関係に）・次の1秒後

　　　　　　　　　　　　　　　　　　111　に点トい，f＋1にある確率はそれぞれ＿，＿，＿であり、点エまたは点5に達するとそこで運
　　　　　　　　　　　　　　　　　　236

動を停止する。このとき、はじめ点・にあった粒子ヵ1・秒後に点1にある確率は［ニコ、

点・にある確率は［ニコである。

（5）n個の玉をm（＞〃）個の箱に無作為に入れていく。n個の玉には区別がなく、箱には複数

　の玉を入れることができるものとした場合、あらかじめ指定したn個の箱に玉が1つずつ入

る確率は［ニコである。

（6）1家族に子供が〃人いる確率は⑫＿ρ）〆（〃≧O，Oくρく1）であるとする。子供が男である確

　　　　　　　　　　　　　　　1
　率および女である確率はともに＿であるとしたとき、ある家族に男の子供が々人いる確率は
　　　　　　　　　　　　　　　2

⑫一、）（［コ芸、となる¢・・）。

　　　　（［ニコ）十
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数学1……・2

（7）ある2人の友人AとBが同じレストランに時点Oと1の間の任意の時点にそれぞれ独立に

　入店する。2人とも食事に要する時間（入店してから食べ終えて店を出るまでの時間）は

　co（Oく’nく1）であるとする。このとき、2人がレストラン店内で出会う（同時点にレストラ

ン店内にいる）確率は［ニコで弧なお・・人ともレストランを出た後に再度入店す

　ることはないものとする。

（8）確率変数X，γに対して、それぞれの平均をμx，μザ標準偏差をσx，σγ、相関係数を

　ρ（κγ）とする。

　　今、ρ（X，γ）＝1であるとすると、X，γの間には次の関係X＋c一γ十。2＝oが成り立つ。

　　ここで、C1およびC2はμX，μγ，σX，σγの中で必要な記号を用いた算式で表され・

・1・ mニコ，・。・［ニコである。

（g）ある校庭に南北の方向に1本のまっすぐの白線が弓1いてあ孔ある人が・この白線上にあ

　る点Aから西へ5メートルの点に立ち、コインを投げて、表が出たときは東へ1メートル、

　裏が出たときは北へ王メートル移動し、白線に達するまでこれを続ける。

　　この人が点Aから〃メートル北にある白線上の点に到達する確率をρ”で表す場合、ρ掘の

最大値は［ニコで弧なお・この校庭は十分広く・また・表が出る確率および裏が出

る確率はともに五とする。

　　　　　　　　2
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数学1…　・・3

問題2．次の文中の①から⑱の空欄に当てはまる最も適当な数値あるいは算式を所定の解答用紙

　に記入せよ。（20点）

（1）多項分布
^た，、比チ、．止、、11・1・｝／に従1・次元確率変数は1・……刈の積率母関数

　　を求め・これよりx、の平均値、分散およびxjとxjの相関係数⑫≠∫）を計算する。

　　　昨1・11・…1・・μ1・、1’たタ灯が11（ここに・ll・1・一・・は正または

　　○の整数で左1＋化2＋…十比、＝”）であるから、（X…，X2パ・・，X、）の積率母関数は

　　　1＠1・1・川一Σ掘・州北、’北チ句1相11と鮒
　　　　　　　　　　1：二納三。

　　　多項定理を用いて変形すると・1＠1，1〃）・（［王ユ脇

　　　よって、・の積率母関数は俳（［重コγとな1・これから・、の平均値およ

び分散はそれぞれ・砥）・［亙］・側・［三コと鰍

次に’≠ゴのときのx、とxjの相関係数を求め乱

、謡一・い）（［王コツ2［至］よ1・
　　’　’

眺・、）・・い）［王］が鰍

さらに、X、とXjの共分散は雌、，Xj）・雄、・小豆（X、欧j）であるので・X’とXjの相

関係数はρ紅・・、）一［互コと脇
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数学1……・4

（2）　次に、〃ρ1＝λ，〃ρ2二λ2，…，ψ、．1＝λ、一1　（λ1，λ2．…，λ、．、は正の整数）なる関係を保ちなが

　ら・〃→。。とするとき・（r－1）次元確率変数（Xl，X2，…，X、．、）の積率母関数の極限を求める。

　　（1）より、（X、，X2，＿，X、）の積率母関数はφ（θ、，θ2，＿，θ、）＝（　　　　　　　　である。

　　よって、（X，，X、，・．、X、凹、）の積率母関数はψ（θ，，θ2，…，θ、．、）＝（　　　　　　）＾　となる。

　　今、ρ、・1ソ、ソ、一…一ρ、．、，ρ，一五，ρ、一ム，．一一，ρ、．、一生であるから、

　　　　　　　　　　　　　　　　　　〃　　　　　　”　　　　　　　　　　〃

伽・｛）一／1÷・γの形に変形徹ここに…［重コである。

ここで、土・…　とおけばγ（θ、，θ、，・・、θ、一、）・庫・正）町となる。

　　　　”

n→。oのとき元→Oであるから、κmγ＠1，θ2，＿，θ、．1）二　　　　　　である。

　　　　　　　　　　　　　　“一，田
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数学1……・5

問題3．X，γは互いに独立な確率変数で、それぞれ次の確率密度関数∫ア←），∫γひ）を持つものと

　する。

　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　〆
　　　　∫、←）・⊥1（1・1く・），∫、O）一÷・マし・・）

　　　　　　　π属　　　　　　σ

　　　今、確率変数σをσ昌〃と定義するとき、σの確率密度関数を求めることにより、oが

　　どのような分布に従うかを答えよ。　（15点）

問題4．X、，X、，＿は同じ確率分布を持つ独立な確率変数列であり、各X此（κ二L2I＿）は

　　　　　　　　　　　　　　　　　11…Z…・・1という値をそれぞれ確率元でとるものと狐

　　　今・・一㌶とお／とき・次の間に答えよ川魚）

（1）〃→碗のとき、｛耳｝はある確率変数γに法則収束す乱γはどのような分布に従うか答え

　よ。（理由・証明等は不要。結果のみ答えよ。）

（2）ηの特性関数は〃→。oのとき、γの特性関数に収束することを示せ。

　　なお、一般に確率変数xの特性関数ψ）は的）＝映j以）（ここに一＝「i）で定義される。

［参考］（法則収束の定義）

　確率変数列σ、，σ2，＿，σ、，＿が〃→。Oのときに確率変数σに法則収束するとは、σπとびの

分布関数をそれぞれF蜆＠），F＠）としたとき、帥）のすべての連続点“において

肋F蜆←）＝F＠）が成り立つことをいう。

以　上
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数学1解答

問題1　教学ユの範囲全般についτ、基礎的と思われる周題を出題とした。計算量が多か

ったかもしれないが全体に解法の道筋はつげやすい問題ばかりであるので、計算ミヌな

どを甘ずに、できる問題を着実に解答することが望まれる。

番号 解答

（1） 2πεσ2

（2）

12一。一〃　e

Q

（3）

1■2

点1
89

（4）

　1：一

@4
点5：

324

ト1）・！
（5）

いm－1）

o一ρ）

／訂

（6）

／・一ガ

（7） 二〇2－co

（8）
　　　　σxC1＝・I

@　　　σγ

　　　　　　　σxC2竺一μX＋■μγ

@　　　　　　σγ

35
（9）

256

＾

（1）Xの確率密度関数は∫（x）：

　　　（よ一μ）2

　1　　一・　　e2σ2であるから、
恢σ

切■点繋卜帥ナ
よって、

柚納）・わ拓σ）÷払μγ甘如2）・圭・払←舵σ2）
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（2）〃＝元1＋叉2＋x3，γ＝x2，w斗3とおいて、これをxl，元2，元3について解けば、

　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　1　－1　一

　　　　　　　　　　　　　　　　　　∂（・1，兀。，・。）
　　κ］＝〃一ト出x2：ソ，x3＝w。また・　　　　　＝O　ユ　O＝L
　　　　　　　　　　　　　　　　　　∂＠，ソ，w）

　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　O　O　　1

　　これより、確率変数σ＝x、十x、十x、，γ＝x、，w＝x、の同時密度関数は

い～い一州・∂至�j・に㍍州）

　となる。

　　よって、σの確率密度関数∫ωは〃＞Oに対して、

炸肌舳W紬一五伽い・介枇十一外11－1・い

　　〃≦oの場合は∫C“）＝O

　　　　　　　　　　　　　　　　　　田　餉
（・）伽）カ洞時密度関数であるので・∫∫伽紬一・と鰍

　　ここで、
　　　　　　　　　　π　　π　　　　　　　　　　　　　　　　　　　π　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　π

　　ユエ伽紬一・咋←・紬・中肋←・／）1ミ批・・恥ト・云／一外一言／ト

　　　　　　　　　　　4　4　　　　　　　　　　　　　4　　　　　　　　　　　　　　4

　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　π　　　　　　　　　・・［一外・子〕叫一号〕1二…

　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　4

　　　　　　　　　　　　　　1　　よって、2K＝王より、K＝一。
　　　　　　　　　　　　　　2

（4）〃秒後における位置を表す確率変数をX”とすれば、Xo，Xl，X2，…はMarkov連鎖を
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作り、その推移確率行列Pは、P＝

1　　O　　0　　0　　0

％％％・・

・％％％・

・・％％％
0　　0　0　　0　　1

である。

また、ρo＝［O，q帆O】であるから、

ハーバ・・
m・｝去1

炉ハ・・ u｝去号1

舳・一m出㍑1
パ比・一 u沁タ品劃

　　粒子が4秒後に点1にある確率はベクトルρ、の第1成分であるので王。

　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　4
　　点5にある確率はベクトルρ、の第5成分であるので旦。

　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　324

【別解】

　　4秒後に点1にあるのは粒子が次のように移動する場合である。

　　　　　スタートー　1秒後　　　2秒後　　　3秒後　　　4秒後

　　①4→3→2→五（運動停止）

　　②4→3→2→2→1
　　③4→3→3→2→ユ
　　④4→4→3→2→1
　　それぞれの確率は、

　　①ユ、ユ、王＝王、②王、ユx王x三二⊥、③王、三、三、王＝三、

　　　　2228　　223224　　232224
　　　　1　1　1　1　　1　　④一。＿。一。＿＝＿
　　　　3　2　2　2　24
　　　　　　　　　　　　1　1　　1　　1　1　　よって、求める確率は＿十　十　寺　＝＿
　　　　　　　　　　　　8　　24　　24　　24　　4

　　同様に、4秒後に点5にあるのは次のように移動する場合である。
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　　　スタート　　1秒後　　　2秒後　　　3秒後　　　4秒後

①4→5（運動停止）

②4→4→5（運動停止）
③4→4→4→5（運動停止）
④4→3→4→5（運動停止）

⑤4→4→4→4→5
⑥4→4→3→4→5
⑦4→3→3→4→5
⑧4→3→4→4→5それぞれの確率は、

　　1　　　　1　1　1　　　　1　工　1　1　　　　1　1　1　1①＿、②＿。一＝一、③一・一・一目一、④一・一・一＝一・
　　6　　　　　　3　　6　　18　　　　　　3　　3　　6　　54　　　　　　2　　6　　6　　72

　　1　1　1　1　　1　　　　1　1　1　1　　1　　　　1　1　1　1　　1
⑤＿。＿。＿。＿二一、⑥一・一・一・一＝一、⑦一・一・一・一二一・

　　3336162　　3266216　　2366216
　　1　1　1　1　　1⑧一・一・一・一＝一
　　2　6　3　6　216
　　　　　　　　　1　　　1　　　王　　　1　　　1　　　　1　　　　1　　　　1　　　89
よって、求める確率は　十　寺＿十　十　十　　十　　十　　；＿
　　　　　　　　　6185472162216216216324

（5）箱を仕切るm－1個の壁とn個の王との並べ方を考え乱

　　下図のように、最初に、箱を仕切っているm－1個の壁を1列に並べ、．その後にn個

　の玉を並べたものは、全ての玉が最後の箱に入っている状態に対応する。

1箱1．　　　　1
：箱1… …1箱1　1　　　　1

：箱1
・　　　　一

○○…○・・

がm－1個 ○が・個
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　したがって、玉の入れ方は、壁を表すm－1個の記号と、玉を表すn個の記号とを合

わせた、n＋m－1個の記号の順列によって表すことができる。

よって、無作為に入れる入れ方は（…一・）通り。

　　　　　　　　　　　　　　　　紅一1ル！

　一方、あらかじめ指定したn個の箱に1つずつ玉が入る入れ方は1通りであるから、
求める確率は（・一・）・一。

　　　　　　⑭・m－1）

（・）子供の数が・人であったときに・そのうち1人が男の子供である確率は蜆・此／圭γで

狐したがって求める確率は K蜆・／lγ！一か十疹叱γで狐

11で・
K刈を計算するために・恒等式∴寺1（・1く・／を槻

　この恒等式の両辺を4回微分すると、左辺は、

／÷、、土戸・／∴ゴ千チ青山・21守青

／∴／ωて÷

次に右辺は、

／シ〕・書1・ぺ（川シ〕・書肘・婁（1・111・・ジ

／シ∫〕一書（1・・川・ψ

　　　　　〃　　　。。
よって・　　、十、一Σ（∫・1X∫・2）（J・似
　　　　ζ一π）　ゴ、。

この両辺を・で割1・（J小3）’伽）廿・μ・よ1・

　ユ
O．、）μ1＝ 曹Pル」が得られ乱

ここで…州一価舌と置くと・1・三蜆q・（ヅ
／・一ヅ減
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よぺ、。⊂ξト／辿

　　　　　　　　　　　／・一ξ〕

した一1める11は・咳掘小4．
　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　／1一量〕

（7）A，Bがレストランに入店する時点を表す確率変数をそれぞれX，γとすると、X，γは

互いに独立であり、ともに区間（o，旦）上の一様分布に従う。X，γの確率密度関数をそれ

ぞれ方（エ）アγし）で表すと、

舳・
^l二続）・洲・／l二続

　である。

　A，Bがレストラン内にいる時間はともに。nであるので、A，Bがレストランで出会う

確率はP（x＿γ1く。。）である。

　ここで、確率変数Z二X一γの確率密度関数をアz（z）で表すと、

糾」二∫。←・舳沙・μ・加・蔵肋

　　　　　　　　　工妙一1一・⑫…1）

したがって・∫。←）・∫声・…←・く…）

←・一工1く・）

よって、求める確率は、

仏γ1・ψ←1・／・一γく小い枇小一枇

　　　　　　・ト・1・・L＋一1・・ll㍉⑫一／）

（8）X＋c1γ十。2＝0から・X＝一。1γ一。2・…　（A）

一方、、ぽ，γ），雌一舳一μ1））、卯一μ・γ一μ1x・舳）一β（”）’舳

　　　　　　　　　　σxσγ　　　　　　　　　　　σxσγ　　　　　　　　　　σxσγ
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であり、これに（A）を代入すると、

ρ州、E（←・1ト・・江）一州、亙（←・1ト・・江）一州

　　　　　　　　　σxσγ　　　　　　　　　　　σxσγ
　　　　．一・、刺一・、亙（γ）一μ、μ、．一。、←1・μ1）一。、μ、一μ、μ、

　　　　　　　　　σxσγ　　　　　　　　　　　　　　σxσγ

ρ（X，γ）一・であるから、一・、←1・μ手）一・、μ、一μ、μ、一σ、σ、である。また、（・）より

C2＝一μX－C一μγであり、これを上式に代入すると、

一・、いμ手）一←μ、一・1μ、）μビμ、μ、一σ、σ、が得られる。

整理して。、を求めると、c、：一五、また、c、：一μ、十生μ、となる。

　　　　　　　　　　　　　　σγ　　　　　　　　　σγ

（9）〃メートル先の白線上の点に到達するのは、n＋5回投げて、裏が〃回、表が5回出

　るが、ただし、最後の〃十5回目は表が出る場合。

したがって・その醐は・耳㍉…／”4・／l／㍉…／ガとなる。

ここで耳が最大値を取るのは、”がjL≧1を満たす最大の”であるときである。

　　　　　　　　　　　　　　　　耳一1

こ寸争怜守より・舛
は〃≦4（等号は〃＝4のとき成立）。

　よって、易は作3，4のとき最大になる。

したが一て・求める最大値は易一…／l／8一品／1〕畠青奈

／11！は・叫γ姐・多・刻
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問題2．多項分布の積率母関数を求め、それにより平均、分散、相関係数および積率母闘

　数の極限を求めさせる誘導式穴埋め問題である。空欄の筋後の式の意味をよく理解し、

　全体としてどういう道筋で解答を導き出そうとしているのかを理解することが重要で

　ある。

番号 解答

（1） ①
ρ1・θ1・ρ。・θ・・…・ρ、・θ・

②
ρ’・θ1・⑫一ρj）

③ ”ρj

④ ・舳一八）

⑤
　θ’　θjハθρ∫e

⑥ ハρ∫

⑦ 　　　ハρj一続

（2） ⑧
ρ1・el・ρ。・θ・・…・ρ、．1εθ一1・ρ、

⑨
λ、ら・L・）・λ、G・」・）・…・λ、、工←θ・一」・）

⑩
、ψ一1レ紬一1ト…・λ。一1←百廿一Ll）

（1）

①多項定理より、

へ十ξ引”十舳ψ㍍柑戸夕・い・〆・
　比ヨ≧o，…，幻≧n

②φ、＠、）＝犯…，qθミ，…功＝し、e4＋（1一ρ、ヅ

③φ、’ 浴A）・ル、・1’・C一ρミヅー㌧ρ、・θ’より、万（・、）・φ、’（・）・ψ、

…ρ、・リ

④φ、” 浴A）一か1ル、｛⑪一ρ、ヅ㍉、・11）2・・G、…⑫一ρ、ゾ・ρ、・島より・

俳1∴⑫）一／1j’剣2・・←一・）ρj2抑ド㈲2・榊一例）

⑤∂2φ一。い）G、。叫・、、。弘・・ρ、・げ2・ρ三・・ρ、・θj

　∂θ’∂θ
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⑥地・。）・、鴬い・・⑫一価、

　　　　　　　’　　J
⑦φj刈一軌刈一万（・’畑（・、）・・（・一1加、ρ、一・W、・一ψミρjより、

”）・ﾔ丁赤、、
（2）

⑧沽θ。。…。θ、一1）一φ＠、。θ、，…，θ、．1，・）・G，lel・ρ、・θ・十…・ρ、．、｛・ρ、γ

⑨ρ、十ρ、一ρ、一…一ρ、．、，ρ、・五，ρ、一血，…，ρ、．、一生より、

　　　　　　　　　　　　　　刀　　　　　〃　　　　　　　　　n

帆・・ん）十妙一1）・ψ一1）・…・小一1）平

⑩鮒⑫1・θ・・…・㌦1）・ψ・κ）吋・・1・・ψ妙小小一）

問題3，2次元の確率変数の変数変換という非常に壊型的な間趨である。また記述式問題

　であるからには、解答にあたっては単なる計算式の羅列ではなく、的確な説明が行なわ

　れていることが必要である。

　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　砒　欲　1　。
　　　同叶。とおけぱ、、竺，。、ソ。よって、∂（み・）、訂亙、下一ア、ユ

　　　　　　　　　　　　　ソ　　　　　　　∂＠，ソ）　砂　印　　　　　　ソ

　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　房す　O　1

　　　X，γは独立であるので、その結合確率密度関数昨，y）はγ＞oのとき

　　ル，y）＝∫x←）アγし）。

　　ゆえに、σ＝灯，γ＝γの結合確率密度関数万1φ，ソ）は、

州一舳）舳）・1ε什1・／l〕舳）÷1・／l〕舳・・）

　　　ここで・舳の定義域より・着く・よって・伽）の定義域は1・lW・・。

　　　したがって・σの確率密度関数は・舳）・石1・州伽

　　　∫x←）∫ル）の定義より、

　　　　　　　　　　　　　　　2　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　2

舳）・就六〆伽÷∬★ソ5フ伽
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　ここで、ソ2＝〃2＋σ2r2と置いて積分の変数を変換すると、

　　　　　　　　　2　　22　　　　　　　　　　2　　　　　　＝　　　　　　　　凹　十σ’　　　　　　　　　　“　　　　　　’

舳÷∬㏄一・♂加古・可・㍉1

　　一！沖／去｛・去〕

　　　　　　　“2
　　＿　1　－7
　　－　　　　　　e
　　　仮σ

　これは平均。、分散σ2の正規分布の確率密度関数である。したがって、σは平均。、

分散σ2の正規分布に従う。

問題4．　O）の解答にはある程度の直感カ必要とされるかもしれないが仮に答が浮か

　ぱなかったとしても、‘2）で耳の特健闘数の極限を求めることができれば戻ってO）

　も解答できるはずである。なお、定義が示されているので4の特健闘数を求めるのはさ

　ほど困難ではないであろうし、極限も容釧こ求められよう。

（1）区間（o，1）上の一様分布。

　（注）解答には理由は不要としたが、次のように耳を区間（o，1）の中にある実数の小数

　表現による近似値を表わしたものと考えれば、直感的に理解できるであろう。

　　　［側1　Xl・1　巧二0．1

　　　　　　　　×2＝2　巧＝O・12

　　　　　　　　X。＝5　巧＝0・125

　　　　　　　　X。＝4　巧：0．1254　　’’．

（2）各X上の特性関数外⑫）¢＝帆．．．）　は、

　　舳一州十・・・・…ε一）十11；”1・属）

　　　　　　　　　x　　よって、瓦＝昔の特性関数φ止⑫）¢＝帆。．う　は、

　　　　　　　　　10
　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　’．lo一（止一1〕’
　　洲一科万レ叫仇（州・士’デ、パ、
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したがって・Xlん‘’’・4は独立で kるので・㌃の㌣性関数州：L21’Iうは・

榊）郁）…舳・
^ポ11黒；／／土1111；；；1；〕／片三；；；1〕

　　　1　1＿eカ
　　10”1＿e’．π「’㍉

ここで、

外刈・・㏄／＋’ザ・牢1ギ・〕／

　　　　　・㍗・cc午・半・〕

　　　　　　　　　　　　1－e　　　e”一1
よって、〃→ooのとき、的）→
　　　　　　　　　　　　一fc　　　κ

一方・区間（叩）上の一様分布の特性関数1伽廿・ll、÷・州

したがって、題意が証明された。
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