
平成10年12月17日
　数学1・・・…　　1

数学1（問題）

問題1．次の谷間の［二］に入る答のみを、所定の解答用紙に記入せよ。（40点）

（1）A君とB君が次のようなゲームをする。2個のさいころを振って、出た目の合計をSとす

　る。Sが10未満の場合、B君はSの3倍の点数を獲得し、Sが10以上の場合はA君が点
　数xを獲得することとし、獲得点数の合計点で勝敗を争う。このゲームが公平なゲームとな

　るのは、Xを［ニコとした場合である。

（2）Xは。，1，2，＿をそれぞれ確率po，pl，p2，＿でとる確率変数とする。Xの確率母関数をP（t）

　とするとき、Xの分散V（X）をP（O），p（1），p’（o），P’（1），P”（O），Pて1）の中から必要なものを用いて

　表わすと、v（x）＝［二］である。ただし、v（x）く。oとする。

（3）確率変数Y二1og．Xが正規分布N（μ，σ2）に従うとき、Xの確率密度関数f（x）は

　f（x）＝［ニコ（x〉0）である。

　　　　　　　　　　　　一■　　＝（4）確率密度関数がf（x）＝e　x　（x＞O，rは正の整数）で与えられる正の値をとる確率変数Xの

　　　　　　　　　　　　　r！
　期待値および分散はそれぞれE（X）＝［二］、V（X）＝［二］である。

（5）三角形を内角の大きさを任意に定めて描くとき、それが鈍角三角形となる確率は［二］

　である。

（6）　1軒の家が1年間に出火する確率をp、隣家が出火したとき類焼する確率をrとする。今、

　1列に隣り合わせの3軒の家カミあるとする。家を隔てて飛び火はしないものとしたとき、中

　臭の家が1年間に火事になる確率は［ニコである。なお、どの家についても出火する事象

　ならびに類焼する事象はすべて互いに独立であるとする。

（7）　1からnまでの相異なる番号のついたn枚のカードを無作為に1列に並べる。番号kのカ

　ードがk番目の位置を占めるならばXk＝1・そうでなければXk＝Oとし・

　S。＝Xl＋X2＋＿十X、と定義する。すなわち、S。は番号と同じ位置にきたカードの枚数であ

　る。このとき、S、の期待値および分散はそれぞれE（S、）＝［二二1，V（S、）二［二］であ

　る。

（8）ある実験を成功するまで繰り返し行う。実験が成功する確率は毎回pであり、1回の実験

　の成否は他の回とは独立である一ものとする。また、この実験の実施には費用がかかり、実験

　の成否にかかわらず、最初のk回目までは！回につきA、その後は1回につきBの費用が必

　要であるとする。このとき、この実験が初めて成功するまでに要する費用の期待値は

　［二二］×A＋［二二］XBである。
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数学1・・・…　　2

問題2．次の文中の①から⑮の空欄に当てはまる最も適当な数値、語句あるいは算式を所定の解

　答用紙に記入せよ。（15点）

確率変数Xl，X2，＿，X。は互いに独立で、すべて標準正規分布N（O，1）に従うとする。

（・）今・ 梶EX1＋X2ま十X皿・・〕を次のようにして槻

・、・Xl＋X・十十X1と置くと、・。は平均匝、分散匝コの塵コ分布に従う

　　　　　　　n

ので、f、（x）をZ皿の確率密度関数とすると、f。（x）二［重コである。

今・α皿一・（…口・・）巾・）・・…（・）と置／・

（・）で・t・石・と変数変換すると・㎝皿一端回・t…（助

よって・Oくaくbの場合は・a石，b石→。Dよりα皿→［璽］・aくbくOの場合も同様。

　　　　aくOくbの場合は、a石→刊，b石→。oより、α、→［亟コ

　　　　o＝aくbの場合は、α皿→［璽ユaくb＝Oの場合も同様。

（・）次に・忠士1・・／・／・・XI＋X・；十X皿・・〕／を求める（なお・対数11す一て1然対数と

する）。

　まず、o≦aくbの場合を考える。

　x〉Oでは、f藺（x）が単調［璽］関数であることを用いて、（B）より、

一皿・
ﾈ固・t・匝…（・）

さ1に・・／・・εく・なる任意のε・・をとると・一。・rτ）石匝1・t・匹1・…）

（・）および（・）より、工1・。口目・王1・。α皿・ユ1・。□獲…（・）

　　　　　　　　　　n　　　　　　　　　　　n　　　　　　　n

　n→。。のとき、不等式脾）の左端匝コに、右端極コにそれぞれ収束する。6は任

意に小さくとれるので、1i・土1・。α皿一画コとなる。

　　　　　　　　　　　11→oo　n
同様にして、・く…の場合は、1i・土1・。α皿・［祠となる。

　　　　　　　　　　　　　　　　掘→oo　n
また、。く・く・の場合は、α。→ロコだから、1i・三1・。α、一［1種となる。

　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　I1→oO　n
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間題3．X1，X2，…，X皿は互いに独立な確率変数である。今、P（Xi≦x）（i＝ユ，2，…

　えられるとき、次の間に答えよ。ただし、λは正の定数とする。（20点）

　　　　　　・（・i・十ズll；竃

　　（1）p（Xl＋X2≦x）を求めよ。

　　（2）P（X1＋X2＋…十X回≦x）は次の式で与えられることを証明せよ。

，n）が次式で与

　　　　　　　　　　　　・一一／1・午・・絆号1〕（・く刈

P（X1＋X2＋…十X皿≦x）＝

O　　　　　　（x≦O）

問題4．ある土壌において時点n（n＝O，1，2，＿）におけるバクテリアの数は確率変数X。で与えら

　れるとし、時点Oにおける初期値Xoは平均μのポアソン分布に従うとする。

　　今、時点nとn＋1の間にバクテリアの数の変動は次のとおり起こるものとする。

　　（i）バクテリアのひとつひとつは確率q（二1＿p）で独立に死滅する。

　　（ii）新たに発生するバクテリアの数は平均μ（1＋p）皿のポアソン分布に従う。なお、時点nと

　　　口十1の間に発生したバクテリアは時点n＋1を超えるまでは死滅しないものとする。

　　上記以外の要因によるバクテリアの数の変動は起こらないものとし、またバクテリアの発生

　と死滅は独立に起こるものとする。このとき、X皿の分布を求めよ。（25点）

以　　上
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　　　　　　　　　　　　　　　数学1解答

1．数学ユの範囲全体について、基礎的と思われる問題を出題とした。

番号 解答

（1） 94

（2） p口（1）十P’（1）一P’（1）2

。古、…［一（10g蓑μ）21
（3）

（4） E（X）＝r＋1　　　　　V区）＝r＋1

（5）

3’4

（6） ユー（1－P）（1－P・）2

（7） E（S、）・1　　V（S。）：1

1一（・一・）止 `、（・一・）k

B（8）

（1）Sの分布は次表のとおり。

Sの値　　2　　3　　4　　5　　6　　7　　8　　9　　10　　11　　12

確率　1／36　1／18　1／12　1／9　5／36　1／6　5／36　1／9　1／12　1／18　ユ／36

このゲームによるBの収益の期待値EEは、

・…／・去・・去・・去・・吉・・嘉・・去・・嘉・・吉〕一・／占・士・圭〕

　　。。一、

　＝一一一X
　　3　　6

　ゲームを公平なものとするためには、EE＝Oであればよい。したがって、x＝94。

　　　　　　　　　　　　　　　　一4一



（2）P（t）：E（t■）冒po＋plt＋p2t2＋＿十piti＋＿であるから、

　P’（t）：pl＋2p2t＋3p3t2＋…十i・piti－1＋…筥E（X・tx’1）である。よって、P’（1）＝E（X）

　　また、P”（t戸2p2t＋6p3t2＋…十i（ト1）・Piti－2＝這胆（X－1）・tx■2）から・

　P”（1）＝E（X（X－1））

　　よって、V（X）＝E（X2）一E（X）2＝E（X（X一））十E（X）一E（X）2＝P”（1）十P’（1）一P’（1）2

（3）X，Yの分布関数をそれぞれFx（x），FY（y）、確率密度関数をそれぞれfx（x），fY（y）とする

と、

　　　　Fx（x）＝P（X≦x）岩P（1og．X≦Iog．x）＝P（Yl≦log．x）＝FY（log．x）

　よって、

・・（・）一芸・・（・）・去榊）一1・・（1…）・。去、…［（log蓑μ）21（…）

（・）・（・）一r・苧・一r苧・・（・・増r箏一・・1

また・・（・・?莱D苧・・（正・1）（…）r浄・（…）（…）

よって、V（X）＝E（X2）＿E（X）2＝（r＋2）（r＋1）一（r＋1）2＝r＋1

（5）3つの角の大きさをx，y，zとすると、x＋y＋z：180（Oくx，y，z〈180）。鈍角三角形になる場

合は、x＞90，x＞y＋zまたはy＞90，y＞x＋zまたはz〉90，z〉x＋y。上記より、x，y，zは、下図の三

角形ABC上に一様に分布し、鈍角三角形になるのは、三角形DEF以外の部分であるから、

　　　　　　3求める確率は＿である。
　　　　　　4

X

一5一



（6）3軒の家を端から、I，I、皿とし、事象A，B，Cを

　A：Iが出火し、皿に類焼する。

　B：Iが出火する。　　　　　　　　　　　　　　　　I ㎜

C：皿が出火し、Iに類焼する。

と定義すれば、各事象の確率は、P（A）＝pr，P（B）＝p，P（C）＝prである。

　中央の家Iが火事になるのは上のへB，Cの少なくとも1つが起こる場合であるから、

その確率αは、

α冨P（AU　B　U　C）・・1－P（（AU　BU　C）。）＝1－P（A0∩酎nぴ）＝1－P（A。）P（Bc）P（び）

・1一（1－P・）（1－P）（1－p・）・工一（1－P）（1－P・）2

　　　　　　（n－1）！　　1　　　　　　　　　　　　　（n－2）！　　　　1
（7）P（X、＝1）＝　　　＝一，P（X，X］害1）＝　　　二　　　（1≠j）である。

　　　　　　　n！　n　　　　　n！　n（卜玉）
　　　　　　　　　　　1　　　　　　　　　1　　　　　　　　1したがってE（X一）＝言・輔＝E（X1）＝言・B（XiXj）・、（、、りで脇

　これらを使って、

　　　　　　　　　　　　　　　　　ユ
　E（S皿）；B（Xl）十E（X2）十…十E（X皿）＝＿x　n；1

　　　　　　　　　　　　　　　　　n
　V（S皿）一ΣE（X子）・2ΣE（X，X、）一E（S、）・・王…　2・皿C，・　1　1・一1・2・三一1－1

　　　　　i　　iくj　　　　　・　　　・（・一1）　　　2

（8）最初のi回目までの実験を失敗し、（i＋1）固めに初めて実験が成功する確率は

pqi（i＝O，1，2，＿）である（q語1＿pと置いた）。

　このとき、成功するまでに要するコストはi≦k＿1の場合は（i＋1）A，i≧kの場合は

㎞十（i＋i＿k）Bであるので、求める期待値Eは、

　　　k－l　　　　　　　　　　　　　　　oo　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　止一1　　　　　　　　　　　　　　　　oo　　　　　　　　oo

　E二Σ（i・1）Apq’・Σ｛㎞ヰ（i・1－k）B｝Pqi・AΣ（i・1）Pq’・㎞Σpqi・Σ（1・1－k）Pqi

　　　i＝O　　　　　　　　　　　　　　i＝k　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　i＝O　　　　　　　　　　　　　　　i＝止　　　　　　　i＝k

　ここで、

　　　　1【一1
　　　　Σ（1・i）Pq㌧P・2pq・3pq2・・…軸k一’

　　　　ご

　　　qΣ（王・i）凹i－　Pq・2pq2・…・（k－1）Pq卜’・kpq吐

　　　　i＝o
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辺々引き算して、

　　止一1
　　pΣC・i）Pq㌧p・P叶凹2・…・凹庄一1一㎏k

　　iヨ。
　　Σσ・i）凹㌧吐・。・

　　i呈。　　　　p

また、

　　Σpqi・q止Σpq㌧qk
　　i＝k　　　　　i＝0

　　　　　　　　　　　　　　　　　　k　　看・・i一・）㎡一着（i・・）バイ暮（’・・㎡十

よ一て・一暑ｩ酎ヰ午・・㌣・一’㌣・ザ・

2　大数の法矧に関する誘導穴埋形式の周題である。問題文を注意深く遭うことができ

れば比較的容易に解答ができると思われる。

番号 解答 番号 解答

① O ⑨ 減少

②
1－n

⑩ 忌十字／Φ一紬

③ 正規 ① み十ψ1年
（・・ε）2

④
み・し等〕 ⑫ 一 2

⑤
み・ピ壬〕

⑬

⑥ O ⑭

b2

齟

⑦ 1 ⑮ O

⑧
ム
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（1）・皿一X・十X・十’寺X皿と置くと、・。は平均・、分散王の正規分布に従うので、

　　　　　　　　n　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　n

蝸を・の確率密度関数とする1・㈹・ 蜩l芋〕である1

今・α。・・＠く・血・・）一狂（・）故…（・）と置ぐ

（州・石・1変数変換すll・一イ鳥斗ξ〕・t・・側

よって・・く・く・の場合は・・石・・石㍗よりα。→いく・く・の場合も臓

aく。くbの場合は、a万→＿。o，b石→。oより、α皿→1

　　　　　　　　　　　10＝aくbの場合は、α。→一，aくb：Oの場合も同様。
　　　　　　　　　　　2

（2）まず、O≦aくbの場合を考える。

　x＞Oでは、f皿（x）が単調減少関数であることを用いて、（B）より、

へ一
Z斗芸〕・t・梧斗等〕（・一柵（・

さらに、aくa＋6くbなる任意のε＞Oをとると、

へ炉帳中｝t・Hψ1年（・）

（C）および（D）より、

l1・μ竿〕叫・峠低斗芸／（・一州・）

。→。。のとき、不等式㊤）の左端は（・・1）2 ﾉ、梯は．吐にそれぞれ収束する。、は

　　　　　　　　　　　　　　　　　　2　　　　　　　　　2

　　　　　　　　　　　　　　1　　　　a2
任意に小さくとれるので、1im＿1ogα皿昌＿＿となる。
　　　　　　　　　　　　o→。。I1　　　　　　2

　　　　　　　　　　　　　　　　　　1　　　　b2
同様にして・・くb≦0の場合は・航’・・α・r一丁と鰍

　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　1　また、aくOくbの場合は、α。→ユだから、1im－1ogα皿＝Oとなる。
　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　11→oO　n
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3．　和の分布潴数分布について）の分布麗数を導かせる周題である。　ζ2）について

は数学的帰納法の正確な用い方を見る意図もあった（正しけれね池の方法でも可である）。

ムの確率密度関数用・ ^㍗1二1；

　X1，X2，…，X．O＝L2，…，n）は互いに独立な確率変数であるから、X1，X2，…，X。の結合密

度関数は、

伽・・…・・口）・・舳一・叫｛プ紅淳術O）

（1）上記により、

鮎・札、／紅・柵／甘㌣㎞㌣1；

ここで、

炉・。rI紬へ・叶パ畑・炉血1・rい一刈・・
讐1＿e一九・＿λXe■九・

であるか！・鮎・叶†㎞）ε1高

（2）n＝L2のとき、仮定と（1）より、明らかに与えられた結論が成立する。

　皿呂kのとき、

帆・・み
ｩ斗㌣・剛二1；：

が成立すると仮定する。

n＝k＋1のとき、Y＝Xl＋X2＋＿十X吐とおくと、Yの確率密度関数は、

州・払・均・・瓦・叶、・竹／1111
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また、YとX用は独立であるから、

P（X、・X。・…・X止、。≦・）・P（Y・X止十。≦・）

・／い（yl←・》ydx・・1㍑

ここで、

瓜十、、、、、、・・舳・・月…1・・

巾r舳・．独・血…

小（・正・’吋y・・

・∬・。（・派一・一λ（叫・

一∬1一・一町／・一・吻／・・午・側

・ト外ト九｛・・等…側／11

ル・一町一…／・・等・娼〕ト・

一・小如）・小λ（一・）・一九｛・・等・・純

一1・一ｵ・・一刈・・等・偽・・

・・一
B一1・一一［冷・竺！「：

十・一一一・一
?E（λl！2・・讐！止／

・・一・一一
^・・守・（λl！2・・（λl！k／

よって、■帰納法によって、任意の自然数皿に対して、与えられた結論が成立する。
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4．初期値が与えられたとき一直時、点綴遇後の分布を分布の結合を禾媚して求める問題で

ある。新設の保険会社割こおいて、将来の保有契約厨を推定するような場合に応用可能な

閥魑である。

　時点0で既に存在していたバクテリアのうち、時点iで生き残っているバクテリアの数

を表す確率変数をY｛i）とする。

　i＝1では、

　　　　　　　　　oo　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　酌　　　　　k
　　　P（Xl）呂・）・Σp（～・k〉・C・P■⑪一P）㎞・Σ・¶青止qp唯一P）㎞

　　　　　　　　　正割　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　ト正

　　　　　　　幸若、、甘げ・ぺ呼ば

　　　　　　　、、・べ。・、㈹，ゼ岬虻

　　　　　　　　　　　X！　　　　　　　　　X！

　したがって・Y（1〕は平均μpのポアソン分布に従㍉

　i＝2のときも同様にして、

　　　　・（ん、一・）一泊，一・WO一・）㎞・か半舳一・ド

　　　　　　　　　止靱　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　吐＝■

　　　　　　　　・婁岬、、三、対外・ト榊去呼雫ザ

　　　　　　　　一州去仰・〆叫

　したがって、Y（，〕は平均μp2のポアソン分布に従う。

　以下、同様の計算を繰り返すことにより、Y佃）は平均μp皿のポアソン分布に従うことが

わかる。

　次に、時点tとt＋1の間に発生したバクテリアの時点iでの数を表す確率変数を

Y占）（t＝O・1・2・…n－1）で表す。

　時点tとt＋1の間に発生したバクテリアは時点t＋1を超えるまでは死滅しないので、

“、は平均μ（1・。／のポアソン分布に従へ帆、サ刈界
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i＝t＋2では、

・（伽，・・）一三・（・ポ、、・・）〃1一・）吋ゼ州叫、・外。）…で

　　　　　　k；■　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　k＝■

あ猟上と同様の計算をする1とによ1・・（孔、、一・）一ゴ州／叫

　したがって刈、2）は平均μp（1＋p）一のポアソン分布に従㌦

　以下同様の計算を繰り返すことにより、Y～。〕は平均μp而■一一1（1＋p）一のポアソン分布に従

うことがわかる。

　求めるX皿は・X。讐X。）十Ya）十刈。）十…十X苛1と表わされるので・ポアソン分布の再生

性よりX。はポアソン分布に従い・その平均は・

パ・
p州・｛炉暑／㌣トハ・炉’P城

　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　P

　　　　　　　　　　・1～吋一／守T／

＝μ（1＋P）皿
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